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Introduccion.

Esta memoria recoge la labor realizada por el alumno David Linares Galo en el pro-
grama de doctorado de “Matemaéticas” del bienio 2002-2004, inscrito en la linea de inves-
tigacién de “Anélisis Real” bajo la tutela del profesor Dr. D. Rodrigo Trujillo Gonzalez

del departamento de Anélisis Matemaético de la Universidad de La Laguna.

El programa esta constituido por dos fases, docente (20 cr.) e investigadora (12 cr.),
que suponen un total de 32 créditos. La primera parte resume los contenidos de los cursos
asistidos durante la “Fase Docente” del programa que suponen un total de 21 créditos. En
la segunda parte se exponen los contenidos y resultados estudiados durante la “Fase de

Investigacion” y que suponen un total de 12 créditos.
De forma paralela, la memoria se divide en dos partes:

Parte I : Fase Docente.

Parte II: Fase Investigadora.

En la parte I, se recoge un guién con las definiciones, resultados y ejemplos mas ilus-
trativos de cada uno de los cursos de doctorado asistidos a lo largo de la Fase Docente. Se
omiten las demostraciones aunque se incluyen notas y ejemplos pues se pretende ilustrar
los contenidos y desarrollo de cada uno de los mismos. La eleccion concreta de los cursos
se hizo tratando de focalizarlos en analisis, geometria, topologia, optimizacién, andlisis
numérico y topicos relacionados. Los capitulos estdn ordenados de acuerdo al listado que

aparece mas adelante.

En cuanto a la parte II, presentamos el trabajo realizado en torno a la transformada
discreta wavelet (DWT) y una modificacién de mejora en la transforada wavelet discreta
de maximo solapamiento (MODWT) para evitar su sensibilidad extrema a las traslaciones
asi como en un algoritmo ‘eficiente’ descrito por Mallat en 1989 en [5] para su cémputo.
También se han incluido una bateria de ejemplos tedricos con intencién de ilustrar el
tratamiento que hace tal transformacién con senales elementales. Hemos intentado hacer
esta exposiciéon tan autocontenida y accesible como ha sido posible y nuestra sincera
esperanza es que pueda servir al lector como una guia de los principios basicos de las

wavelet y como una coleccion de técnicas para analisis wavelet aplicado.



XII INTRODUCCION

La idea fundamental que estd detras de las wavelet es el andlisis de acuerdo a dife-
rentes escalas. De hecho se dice que usando wavelets se cambia la idea en el andlisis o
procesamiento de series de datos. Las wavelets son funciones que satisfacen determinados
requerimientos matematicos y que sirven para representar datos o otras funciones. La idea
no es nueva, este tipo de aproximacién existe desde que en los princios de 1800, Joseph
Fourier descubrié que podia superponer senos y cosenos para representar otras funciones.
Sin embargo, con la idea del andlisis por escalas, con una escala grande detectaremos
caracteristicas amplias, mientras que con una escala pequena, caracteristicas pequenas.
Esta es la ganancia sustancial del analisis wavelet frente al de Fourier, representa mejor
las senales afiladas. En términos coloquiales, el andlisis de Fourier puede ver los arboles

mientras que el wavelet, los arboles y el bosque.

Tras una una revision de los conceptos y resultados elementales de la Teoria de Fourier
(Cap. 1) y de las transformadas ortonormales de series temporales (Cap. 2), este trabajo
cubre los dos topicos fundamentales que trata en los Capitulos 3 y 5 respectivamente. El
Capitulo 4 corresponde a una bateria de ejemplos ilustrativos que pretenden ilustrar el
comportamiento de la DWT con senales elementales. Ademds se incluyen dos ejemplos de
senales reales. Destacar que en el Capitulo 5 se aborda el andlisis de uno de estos ejemplos
reales para ilustrar las diferencias entre la DWT y la MODWT y el andlisis de nuevos
ejemplos reales. En el apendice A se recogen las rutinas de MATLAB® empleadas, tanto
para la construccién de los ficheros de datos para generar las graficas como para el analisis
DWT y MODWT de las series que aparecen.

Los contenidos tratados en esta memoria son el punto de partida de libros, conferencias
y publicaciones recientes. Las técnicas empleadas se utilizan sistematicamente en otras
disciplinas tales como transmisién y compresién de datos (standard del FBI para huellas
digitales y standard JPEG2000), limpieza de senales tales como las de audio o video
o deteccion de puntos de ruptura en senales. El F.B.I. tiene almacenados 30 millones de
juegos de huellas dactilares (e.d. 300 millones de huellas) recolectados en los arrestos. De los
40.000 nuevos juegos de huellas que llegan diarios, 5000 son nuevos para almacenar y 15000
son repetidos. Se hace necesario un buen sistema de compresién de datos que conserve
filnamente la calidad para posteriores identificaciones y que sea rapido. El standard que
adopta el F.B.I. se basa en un algoritmo Wavelet Scalar Quantization para una escala de
grises de 256 tonos. Al principio se pensé que ganaria el JPEG standard por su ratio de
compresién de 20:1 frente al de WSQ, de 15:1. Sin embargo, en unas comprobaciones del
F.B.1., se detectaron lineas que debian estar separadas y estaban unidas. En el algoritmo

wavelet, ésto no ocurria.

Para nosotros el libro de Pecival, D.B. y Walden, A.T. [8] ha sido de muy gran va-
lor y los capitulos principales estan basados en él. Ademés, las rutinas del apéndice A

estan construidas a partir del Toolbox que acompana al texto. Los libros de Vetterli, M. y



INTRODUCCION XIII

Kovacevic, J. [10] y de Strang, G. y Nguyen, T. [9] contienen algunas referencias a la ter-
minologia y bancos de filtros usados en ingenieria asi como algunas referencias historicas
incluidas en esta memoria. Otras fuentes empleadas provienen de manuales de instruc-
ciones y documentos acerca de wavelets que se encuentran en http://www.wavelet.org.
Finalmente consideramos de sumo grado de importancia el texto El libro de IATEX [3] en
cuanto a lo que corresponde a la elaboracion del documento final.
Queremos dar agradecimientos a todos aquellos que han contribuido directa o indirec-
tamente a la elaboracion de este trabajo haciendo especial hincapié en,
Dr. D. José Manuel Méndez Pérez,
Dr. D. Rodrigo Trujillo Gonzélez.
que, sin ellos, hubiera sido imposible la consecucion.
Finalmente quiero agradecer profundamente a Dna. Rosario Galo Gémez su apoyo y
coraje (verdadera alma en la sombra de esta cruzada) sin la cual hubiese sido imposible

la realizacién de este trabajo el cual le brindo.

La Laguna, 1 de septiembre de 2005.
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INTRODUCCION 3

En el capitulo que se expone a continuacién se presentan los contenidos correspondien-

tes a las asignaturas cursadas durante la fase docente que suponen un total de 21 créditos
(210 horas):

» Ampliacién de andlisis real (3 cr.) impartido por los profesores Dr. D. Jorge

Betancor Pérez y Dr. D. Rodrigo Trujillo Gonzalez.

» Ampliacién de andlisis complejo (3 cr.) impartido por los profesores Dr. D.

Fernando Pérez Gonzalez y Dr. D. Manuel Flores Mederos.

» Ampliacién de andlisis funcional (3 cr.) impartido por los profesores Dr. D. José

Manuel Méndez Pérez y Dr. D. Juan Carlos Farina Gil.

» Teoria de aproximacion (3 cr.) impartido por el profesor Dr. D. Mateo M. Jiménez

Paiz.

» Optimizacién Poliédrica (3 cr.) impartido por el profesor Dr. D. Juan José Salazar

Gonzalez.

» Geometria Riemmaniana (3 cr.) impartido por el profesor Dr. D. Domigo Chinea
Miranda.

» Geometria diferencial de variedades II (3 cr.) impartido por el profesor Dr. D.

Angel Montesdeoca Delgado.






Capitulo 1

Ampliacién de analisis real.

Este curso, dividido en dos partes, aborda en su primera parte el estudio de la funcién
maximal de Hardy-Littlewood y la descomposicién de Calderén-Zygmund haciendo un
breve hincapié en la teoria de pesos y ciertas aplicaciones de dichos conceptos; y en su
segunda parte, las funciones de oscilacién media acotada y los espacios de Schwartz.

El programa del curso se detalla a continuacién:

1.1. La funcién maximal de Hardy-Littlewood.

1.1.1. La funcién maximal clasica: propiedades y datos historicos.
1.1.2. Teorema maximal para la medida de Lebesgue.

1.1.3. La funcién maximal respecto a medidas doblantes.

1.1.4. Descomposicién de Calderén-Zygmund.

1.1.5. Estimaciones en norma. Teorema maximal.

1.1.6. Breve reseiia de la teoria de pesos A,.

1.1.7. Aplicaciones.

1.1.7.1. Teorema de diferenciacién de Lebesgue.
1.1.7.2. Aproximaciones de la identidad.
1.1.7.3. Teorema de Zé.

1.2. Funciones de oscilacién media acotada.

1.2.1. El espacio BMO(R).
1.2.2. El espacio BMO,(R"™).

1.2.3. Espacios de Schwartz.
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1.1. La funcion maximal de Hardy-Littlewood.

1.1.1. La funcion maximal clasica: propiedades y datos historicos.

La funciéon maximal de Hardy-Littlewood aparece en 1930 en el marco real, siendo N.
Wiener quien la desarrolla para el espacio R™ en 1939.La definicion que adoptamos es la

siguiente.

Definicién 1.1.1. Dada f € L} (R"), se define la funcién mazimal de Hardy-

loc

Littlewood como

1
M) = s o /Q F)ldy

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) centrados en x y con lados paralelos a

los ejes.

Observacion 1.1.1. Podemos considerar definiciones alternativas de este operador, por
ejemplo, tomando bolas en lugar de cubos pero, como para cada r > 0, existen cubos g,

y Q. centrados en z tales que g, estd inscrito en B(x,r) y @, circunscrito, esto es,
Anlgz| < [B(z,7)| < By|Qal
se concluye, por el teorema del bocadillo, que las definiciones son equivalentes.

Estamos interesados en conocer las propiedades de la funcion maximal que se heredan

de la funcién que la define. Estudiaremos primero la medibilidad.

Teorema 1.1.1. La funcién maximal, M f(x), es semicontinua superiormente, luego es

medible.

A la vista de este resultado cabe preguntarse si M f(x) es integrable cuando lo es f.
La respuesta es negativa cuando f € L'(R") pero sirve para un estudio mas profundo. El

primer objetivo es estudiar el tamano del conjunto
Ey={zeR"/ Mf(x)> A}

que nos proporcinard una idea de la magnitud de M f(x).

Este conjunto satisface, para funciones integrables, que

ol >0 < 5 [ ol

No obstante, existen funciones no integrables que satisfacen desigualdades similares. Esa

es la clase wk-L'(R") o clase de Marcinkiewick.
Wk_Ll(]R"):{f/ac>o: 1{1f] > A} <§, V)\>O}

que cumple que L'(R") C wk-L!(R") debido a que A| {|f| > A}| < [ |f(2)|dz
Veremos que la funcién maximal de una funcién de L!(R"™) estd en la clase de Marcin-

kiewich mientras que la de una funcién de LP(R"),1 < p < oo estd en LP(R"™)

Parte I: Fase Docente.



1.1 La funcién maximal de Hardy-Littlewood. 7

1.1.2. El teorema maximal para la medida de Lebesgue.
Comenzamos con dos lemas que se usan para la prueba del teorema maximal.

Lema 1.1.1. Consideremos E un conjunto medible de R™ que es recubierto por una fami-
lia de cubos (bolas) {B;} de didmetro acotado. Entonces podemos extraer una subfamilia
disjunta {Q;} que satisfaga que
Bl <5 Y Q)]
J

Lema 1.1.2. Sea f una funcion medible y 0 < p < co. Entonces

/n |f(z)|Pdx :p/ooo Nz e R/ |f(2)] > A}|dA

Observacion 1.1.2. Dada f funcién medible y 0 < p < oo, por defincién de integral de

Lebesgue se tiene que
/n |f(z)[Pdx = —/0 Ndm g (N)
donde my(X) = {z € R™ / |f(z)] > A}

El teorema maximal fue demostrado por Hardy y Littlewood en 1930 paran =1y por

Wiener en 1939 cuando n > 1.
Teorema 1.1.2 (Teorema maximal). Consideremos una funcion definida en R™

1. Si f € LY(R™) entonces

e R /7@ > M < 3 [ Iy w3 >0 (1)

n

donde Ay es una constante absoluta (n fijo).
2. SifeLP(R"), 1<p<oo entonces

Mf(z) € LP(R") (1.2)
M fllp < Apll £l (1.3)

donde A, es una constante que depende de p.

Corolario 1.1.1. Si f € LP(R") , 1 < p < oo entonces M f(x) es finita en casi todo

punto.

Observacién 1.1.3. En la prueba del teorema anterior aparecen dos condiciones intere-

santes. Una desigualdad,

C

sl <IBl <5 [ sy (1.9

A J{ 1Ay (r1>3}

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005
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y una expresién para A,
B 2r~1 Ap
P p— 1

(1.5)
que no es mejorable e indica la imposibilidad de obtener un resultado similar para p = 1.

Para p < 1 no se puede obtener un resultado global pero si local, que viene dado por

la desigualdad de Kolmogorov.
Teorema 1.1.3. Si f € L'(R"™) entonces

1. MfeLYE), 0<q<1 para cualquier conjunto E de medida finita.

2, /(Mﬂ@ﬁméCMﬂ1Wﬂﬁ
FE

Observacion 1.1.4. Destacar que el resultado anterior es valido para cualquier operador

T que satisfaga
c
[{z € R" / [T f(z)| > A\}] < Al

para toda A > 0 y toda f € L'(R").

Todo operador en estas circunstancias se dice que es débil-(1,1).

El teorema siguiente muestra una condicién necesaria y suficiente para la integrabilidad

de la funcién maximal.

Teorema 1.1.4. Sea f una funcion integrable soportada en una bola B C R™. Entonces
Mf € LY(B) siy sdlo si

Lvmmyvmmxm (1.6)

loge , z>1

donde log™ x = { 0 )
, <

1.1.3. Funcién maximal respecto a medidas doblantes.

Abordaremos, en esta seccién, una generalizacién de la anterior para medidas doblan-
tes. El objetivo es el estudio de una de las herramientas bésicas del analisis armonico, la

descomposicion de Calderén-Zygmund.

Definicién 1.1.2. Sea p una medida de Borel positiva y regular en R"™. Se dice que p es

una medida doblante si para todo cubo )

#(2Q) < Cup(Q)

donde C), > 1 es independiente de ().

Parte I: Fase Docente.
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De aqui en adelante cuando se diga p medida doblante entenderemos que se trata de

una medida de Borel positiva y regular.
Proposicion 1.1.1. Sea u una medida doblante, entonces
1. Para cada o > 0, existe cq = c(a, p) tal que p(aQ) < coi(Q) para todo cubo Q.

2. Sipu#0 entonces u(Q) > 0 para todo cubo Q.

3. Eziste k > 1 tal que para todo cubo diddico Q' conteniendo un cubo arbitrario Q se
cumple que p(Q) = ku(Q))

4. Para todo a > 0 existe B > 0 tal que cualesquiera cubos disjuntos Q y R satisfaciendo
que |Q| < A|R]| se cumple que p(Q) < Bu(R)

Definicién 1.1.3. Dada f € L}, (u), definimos la funcién maimal de Hardy- Littlewood

con respecto a la medida p de f por

1
My @) = sup o /Q )l duy) (1.7)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen a x y de lados paralelos a

los ejes.
Proposicién 1.1.2. M, f es semicontinua superiormente y por tanto, medible.

Observacion 1.1.5. En la prueba de la proposiciéon anterior se deduce que

E)\: U Qx

TEFE)

con lo cual para medir el conjunto E) basta saber medir la familia de cubos. La estrategia
se basa en saber elegir la familia y es en lo que se basa la descomposicién de Calderén-

Zygmund.

1.1.4. La descomposicién de Calderéon-Zygmund.

La eleccion de la familia de cubos que recubra E no sélo nos dard la estructura sino

que ademds obtendremos la condicién de wk-L!(x) para el operador.
Teorema 1.1.5. Sea p una medida doblante en R™, f € L*(u) y A > 0. Entonces:

1. Euziste una familia Cy de cubos diddicos disjuntos tales que cada cubo Q de la familia

es maximal con respecto a la desigualdad

1
V< /Q F@)lduly) < CA

donde C, es la constante de la condicion doblante. A esta familila se le conoce como

descomposicién de Calderon-Zygmund a nivel A.

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005
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2. E\x = | 3Q donde c es una constante que depende sdlo de la dimension y la
QeC,y
2
medida. Ademds,

p(E <5 [ 17 w)duty)
que prueba que M, f € wk-L* ().

3. Existen constantes ¢ y ¢ tales que

c c

9 Fldato) < n(Bn) < 5 [ 1) ldn(y)
{z/|f(x)| >N} {z/f(x)[>3}
1.1.5. Estimaciones en norma. Teorema maximal.

Buscamos, en esta seccién, los teoremas andlogos de acotaciéon en norma vistos para
la funcién maximal cldsica en la primera seccién. Ya tenemos un resultado, a partir de la

descomposién de Calderén-Zygmund y en la descomposicién débil-(1,1).
Teorema 1.1.6. Sea i una medida doblante en R™ y f € L*(u) entonces
M, f € wk-L* ()

esto es para cada A >0

il € R/ Muf(@)>N) <5 [ 170)lduto)

]Rn
Podemos, a partir de este resultado, establecer las estimaciones en norma LP(u) para

1<p<co.

Teorema 1.1.7 (Teorema maximal). Dada p una medida doblante y1 < p < oo, existe

una constante ¢, > 0 tal que

My fllLe ) < epll Fllzru

Observacién 1.1.6. De la demostracion del teorema se infiere que ¢, = ZPTQ; obteniéndose
que

M,: LP(u) — LP(p) para 1 < p < oo

M,: L' (p) — whk-L'(u)

es decir, se tratan de un operador tipo (p,p) y tipo débil-(1,1) respectivamente.
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1.1.6. Breve resena de la teoria de pesos A,.

En lo que hemos visto hasta ahora se ha considerado el comportamiento del operador
maximal con respecto a la medida que lo define. Nos planteamos ahora ilustrar sin mucha
profundidad cémo es dicho comportamiento para la funcién maximal clasica con respecto a
la medida de Lebesgue a la hora de satisfacer acotaciones en norma respecto a una medida
no interviniente en su definicién. Trataremos de estudiar las condiciones que conducen a
que el operador maximal M se de tipo débil-(1,1) en L!(u) o de tipo (p,p) en LP(u). Un

resultado preliminar aclara de qué forma pueden resolverse estas cuestiones.

Teorema 1.1.8 (C. Fefferman - E. Steir (1971)). Para toda funcion ¢ medible positiva
y toda f € L'(R™) se tiene que M es de tipo débil-(1,1) de L*(M¢) en L'(¢), es decir,

C
/{x/Mf(x)>A} ¢lz)de < X/n |f (@) | M¢(x)da

Los dos resultados siguientes caracterizan las condiciones mencionadas anteriormente.

Teorema 1.1.9 (Condicién A;). Sea p una medida de Borel positiva y finita sobre
conjuntos acotados. El operador mazimal de Hardy-Littlewood es de tipo débil-(1,1) en

L' (), es decir,
p({o / M@ >2) <5 [ 15@)dut)dy

st y solo si p es absolutamente continua con respecto a la media de Lebesgue, esto es,
du(xz) = w(z)dx donde w es una funcion positiva y localmente integrable que satisface la

condicion A1 de Muckenhoupt
1 .
—/ w(z)dx < C -inf essw(x)
QI Jg Q
para todo cubo Q@ con C' constante no dependiente del mismo.
Teorema 1.1.10 (Condicién A,). Sea p una medida de Borel positiva y finita sobre
conjuntos acotados. El operador mazximal de Hardy-Littlewood es de tipo (p,p) en LP(u)

para 1 < p < 00, es decir,
M fllLeuy < Cpllfllze

sty solo si p es absolutamente continua con respecto a la media de Lebesgue, esto es,
du(z) = w(z)dr donde w es una funcion positiva y localmente integrable que satisface la

condicion A, de Muckenhoupt

(ﬁ/@mmm) : <ﬁ/@(w(m))f)_il dx)p_l <c

para todo cubo Q@ con C' constante no dependiente del mismo.
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En los siguientes resultados se describen las condiciones que deben satisfacer dos pesos

u(x) y v(z) para obtener estimaciones en norma anélogas a las anteriores.

Definicién 1.1.4. Decimos que dos funciones u(z) y v(z) positivas y localmente integra-

bles verifican la condiciéon A, para 1 < p < oo si

p=1, <ﬁ/@w(m)dm> sup ess v(lx) <C
l<p<oo <ﬁ/Qw(a:)dx> - <|61|/Q(w(x))?11 dx) <

que se denotard mediante (u,v) € A,.

Teorema 1.1.11 (Caso débil). M es de tipo débil-(p,p) de LP(v) en LP(u), es decir,

/{Mf>/\} u(x)dr < X /n If (y)|v(y)dy

si y solo si (u,v) € Ap siendo 1 < p < 0o

Teorema 1.1.12 (Caso fuerte). Sea 1 < p < g < 00 con p < o0 y u(z),v(z) fun-
1
ciones positivas localmente integrables que satisfacen que u(x)dx y v(x) P=1 son medidas

doblantes. Entonces
M fllpae) < CllfllLrw)
sty solo si

{/Q [M (XQ”7ﬁ> (x)}qu(x)dx}q < C{/Qv(x)zfldx};

1.1.7. Aplicaciones.

El objetivo de esta seccién es mostrar aplicaciones interesantes de la funcién maximal
y sus propiedades.
1.1.7.1 Teorema de diferenciacién de Lebesgue.
En lo siguiente se mostrara una de las mas bellas aplicaciones de las propiedades de la

funcién maximal. Nos interesa saber cuando es cierto que

1 _
}13(1) W Qo) fy)dy = f(x) (1.8)

siendo f una funcién integrable.
En el caso de n = 1 esta cuestion nos conduce al teorema fundamental del calculo,
que con funciones discontinuas no se satisface con la caracteristica de (0, 1) como ejemplo.

Este resultado sugiere las preguntas

» ;En qué puntos existe el limite en (1.8)7
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» ;En que casos coincide con f(x)?

Teorema 1.1.13 (Teorema de diferenciaciéon de Lebesgue). Consideremos p una

medida doblante, positiva, Borel y reqular en R™ y sea f € Llloc(]R"). Entonces
1

liy o) /Q L 0 = 1@ (1.9)

en casi todo punto respecto de p (denotado por c.t.p. — [u]).

Corolario 1.1.2. Ademas, en las condiciones anteriores, se tiene que

[f(@)] < M f(z) en ct.p—[u]

1
loc

Proposicién 1.1.3. Consideremos una medida p como antes y sea f € L; (). Entonces

€ RY/M, f(z) > A\}) > < du(y)d
W R M@ > ) > 5 [ )ty

1.1.7.2 Aproximaciones de la identidad.
Dadas dos funciones integrables f = f(x) y g = g(z) se define la convolucién como la

operacién
fra@) = [ fe—vats = [ o=y

En lo que sigue mostraremos algunas propiedades interesantes de la convolucién de fun-

ciones.

Proposicién 1.1.4. Si f € LP(R"),1 < p < oo y g € L'(R™) entonces

1% gllp < 11flpllgllx

Ademds si alguna de las dos funciones tiene soporte compacto entonces f x g también lo

tendrd.

Lema 1.1.3. Si f € LP(R"™) entonces Vlllimo |f(z+h)— f(x)|][, =0, es decir, el operador

traslacion T'(y) = f(x — y) es continuo de R™ en LP(R™) para 1 < p < o0

Teorema 1.1.14. La convolucidn de una funcion de LP(R™) y otra de clase m con soporte

compacto resulta una funcion de LP(R™) que es de clase m.

Los dos siguientes operadores que se definen son importantes para la prueba de que el
espacio de las funciones de clase infinito con soporte compacto es un conjunto denso en
LP(R™) para 1 < p < oo resultado que surge como consecuecia del teorema que sigue y
que precisa del siguiente lema.

Dada una funcién ¢ = ¢(x) y € > 0, definimos

Tp(x) = o(ex)
Pe(r) = gin¢(§)
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Lema 1.1.4. Sea ¢ € L'(R™). Entonces
1. / ve(z)dx = / o(x)dx,VYe >0
2. lim we(x)dxr =0

e=0J{|x|>0}

5 (T T-T)(f) = e |

Teorema 1.1.15. Sea ¢ € L'(R") con / o(x)dx = 1. Entonces

n

1. Si fe LP(R™) con 1 <p < oo entonces
It —fll, =
tm 1+ . — £l = 0

2. Si feL*®R"), en todo punto de continuidad de f se tiene que
tim £+ g.(x) = f(a)

1.1.7.3 Estimaciones de familias de convoluciones. Teorema de Zé.

En el apartado anterior aborddbamos el estudio de famililas de convoluciones con las
dilataciones de una funcién dada. Todos los resultados partian de las exigencias a dicha
funcién. Nos planteamos ahora las mismas cuestiones para las convoluciones con una fami-
lia de funciones. En particular, dada la familia { K, }4c4 de funciones, que denominaremos

nicleos, nos preguntamos qué condiciones minimas deben verificarse para que
Iim Ko f=f
a—0

entendiéndose que en el conjunto indicial A se satisface que 0 € A’.
Para responder a esta cuestion necesitamos la versién completa de la descomposicién

de Calderén-Zygmund.

Teorema 1.1.16 (Teorema de Z4). Sea {K3}sca una familia de funciones verificando

1. sup/ |Kg(x)|de < B < oo
BeEAJR™

2. / sup‘Kg(x—y)—Kg(m)‘deB
|z[>2]y| BA

y consideremos f*(x) = sup |Kg % f(x)|. Entonces existen constantes Ay y Ay tales que
BeA

A
[{z € R?/f7(2) > A} < Sl
1£°llp < Apllflly para 1 < p < oo
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1.1 La funcién maximal de Hardy-Littlewood. 15

Ademds, si |Hfll, < cpllfllp, para

i) = [Ty [T g g ()

e—0 |z|>e X

la transformada de Hilbert, entonces se sigue que
Sn(f) — f en LP(R")

donde Sy, (f) es la suma parcial n-ésima de Fourier de f.
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1.2. Funciones de oscilacion media acotada.

1.2.1. El espacio BMO(R").

En esta secciéon abordamos el estudio de el espacio BMO(R"™). En adelante, salvo

mencién expresa, asumiremos que todo cubo ) de R™ considerado tendra sus aristas

1
fo=15 /Q f()de

donde |Q| = fQ dx = [ siendo [ el lado del cubo Q.
Decimos que f € BMO(R") si existe M > 0 tal que

paralelas a los ejes. Definimos

1

— — d

|Q|/Q|f(aﬂ> folde < M
Definimos

1
191 =sup o [ 1) = folds
Q 1QlJg
Tenemos, en estas condiciones, que
f € BMOR") < ||f|l+ < o0
Ademss ||+ ||« es norma en el espacio de clases de BMO(R™) con la relacién de equivalencia
fr~g <= INeC/ f=g+Aenctp. deR"

que seguiremos denotando, por comodidad, de la misma forma que antes, ddndose por

supuesta dicha consideracion.
Proposicién 1.2.1. El espacio (BMO(R"), | - ||l«) es un espacio de Banach.

Definicién 1.2.1. Definimos para cada f € L}, (R") la norma
1517 = sup {5 [ 1760 - ol
Q acC |Q| Q

observandose que || f||* < [|fll« < 2||f]|* por lo que se sigue que ambas son normas equi-
valentes sobre el espacio BMO(R™)

Observacion 1.2.1. El resultado es andlogo en la definiciéon anterior si en lugar de con-

siderar cubos se consideran bolas y ademas ambas normas son equivalentes..

Proposicién 1.2.2. El espacio L>°(R"™) estd continuamente contenido en BMO(R"), es

decir, la aplicacion i: L°(R") — BMO(R") es continua. Recordamos que

|| flloo = sup ess|f| =inf {c > 0/|f(z)| < C en c.t.p de R"} =
=inf {¢ > 0/|{z € R"/|f(z)| > ¢}| =0}
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Ejemplo 1.2.1. La funcién f(x) = loglx| ,o # 0 cumple que f € BMO(R"™) pero
f & L>=(R").
Proposicién 1.2.3. Dadas f,g € BMO(R"™) se tiene que:

1. |f| € BMO®R").

2. max(f,g), min(f,g) € BMO(R").

Proposicién 1.2.4. Si f € BMO(R") entonces
[ MO
R

o 1 [zt

Ademds se tiene que

JRLCES P
R

w1 [zt

donde @) es el cubo unidad.
Observacioén 1.2.2. En el resultado anterior se puede cambiar n+1 por n+ (3 para 3 > 1

Definicién 1.2.2 (Nucleo de Poisson para R’™). Se define el nicleo de Poisson
para el semiespacio R/ = {(z,y) / # € R",y > 0} como
Y

para x € R™,y > 0 donde ¢, es tal que / Py(xz)dx =1 para cada y > 0, es decir,
1
Cn = 7 . (1.11)
/mn (1+]22)"%"
La transformada de Poisson viene dada por
P(Pw) = [ Py =21 = Py () (112

paraz € R" ey > 0.

1.2.2. El espacio BMO,(R").

Definicién 1.2.3. Definimos el espacio BMO,(R™) como

BMO,(R") = {f € L} ,(R") / ||f|I?,, < oo}

loc

1
donde 112, =sup 5 [ 1£(2) ~ foPda
@ 1@/
Claramente se tiene que BMO,(R™) C BMO(R") y se prueba la inclusién contraria

usandose la proposicion y los teoremas que siguen.
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Proposicion 1.2.5. Sea f una funcion medible no negativa y o > 0 y supongamos que

ﬁ/Qf(x)dx <o

Entonces existe una sucesion de cubos disjuntos en @ dada por {Q }nenw verificando que

1. f(z)<aenctpde@\ Cj Qn.

n=1

2. a<

(x)dxr < 2"«

1
|Qn| Qn

> 1
AR /Q f(x)dz.

Teorema 1.2.1 (Jonh-Nirenberg). Existen dos constantes C1,Co > 0 tales que

Oy
{z € Q/|f(x) — fol > a}| < C1|Qle” 21T
para cada cubo Q en R", cada o > 0 y cada f € BMO(R™).

Proposicién 1.2.6. Para cada 1 < p < oo existe A, > 0 verificando que

1f = ol < Apllf1l-
para cada cubo Q de R™ y cada f € BMO(R")
Proposicién 1.2.7. Sea f € LP(R"™) con 1 < p < co. Entonces son equivalentes:

1. fe BMO(R")

2 swp [ 17) = PUN@ PRy - 2)dz < o0

donde Py(x),cn y P(f)(z,y) vienen dados por (1.10), (1.11) y (1.12) respectivamente.
En lo que sigue veremos que el operador maximal de Hardy-Littlewood aplica BMO(R"™)
en si mismo. Sabemos ya que dicho operador aplica LP(R™) en LP(R™) y L'(R") en

L (R™). Para ello necesitamos de un nuevo operador que definimos a continuacién.

Definicién 1.2.4. Para f € Li (R™) definimos

loc

(@) :Z‘é‘é’cﬁ /Q £(2) - foldzz € R (1.13)

y claramente se tiene que
f e BMOR") < f# c L*®(R")

Proposicién 1.2.8. Sea f € L. (R"). Si Mf € LP(R") entonces existen Cy,C; > 0
tales que

CollMSllp < 1/ Flp < Crl Ml

donde las constantes no dependen de f
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1.2.3. Espacios de Schwartz.

Decimos que ¢ € C*°(R"™) es una funcién del espacio Schwartz S cuando la magnitud

() = sup 1+ [af?)™ [ DF (9(a))

es finita para cada m € IN, k € IN™

Ademsds para cada m € IN,k € IN" se tiene que 7, ; es seminorma sobre el espacio S.

Este espacio vectorial topoldgico S es de Fréchet cuando consideramos sobre él la topologia

asociada a la familia {v,, & }menN kenn
Proposicion 1.2.9. Se tienen los siguientes resultados:
1. El operador D¥: S — S es continuo para cada k € IN"
2. Sip es polinomio entonces la aplicacion
Tp: S — 5, T(¢)=p-¢

es continua.

Proposicién 1.2.10 (Propiedad de los multiplicadores). Sea f € C*°(R"). Son

equivalentes las propiedades
1. Para cada ¢ € S se cumple que f-¢ € S.
2. La aplicacion ®: S — S, ®(¢) = f - ¢ es continua.

3. Para cada k € N" existe my € IN tal que

sup Dk(b(a:)‘ < 00

zerr (1 + [z[?)m

Teorema 1.2.2 (Teorema del grafo cerrado). Sea T: S — S una aplicacion con el

grafo cerrado, entonces T es continuo.

Definicion 1.2.5. La transformada de Fourier se define como

FOI® = = [, oy

para cada z € R"

La transformada inversa de Fourier se define como
1

FHU)(z) = W /Rn W(x)e™de

para cada y € R"

(1.14)

(1.15)
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Observacion 1.2.3. La transformada inversa de Fourier estd bien definida porque la

transformada de Fourier es un automorfismo del espacio de Schwartz en si mismo.

Definicién 1.2.6. La convolucion asociada a la transformada de Fourier viene definido

por

1 n
ox ) = o | oW iy s v R

y se trata de un operador continuo que satisface que

Fl¢» W) = F(9)F(¥)
Proposicion 1.2.11. El operador traslacion definido por

T.0(y) = o(x) , y e R"

es continuo de S en st mismo.

Definicién 1.2.7 (Distribuciones temperadas). Representamos por S’, denomina-
do espacio de distribuciones temperadas, al espacio de los funcionales T: S — C

lineales y continuos. Para cada ¢ € S, definimos
Py(T)=|T(9)| , T €S

tratdndose de una seminorma sobre S’.

Llamamos topologia débil-* sobre S” a aquélla definida por la familia {Pj}cs

Proposiciéon 1.2.12. Consideremos ¢ € S stisfaciendo que f]R” ¢(x)dx = 1. Definimos
para cada t > 0

1 =z
Entonces si T € S’ se tiene que

Tx¢pp— T, t—0F

en la topologia debil-* de S'. Ademds T x ¢¢(¥) = T(¢py x V)

1.2.4. El espacio H?(R").

Sea 0 < p < co. Una distribucién (temperada) f € S’ se dice que estd en Hf;(]R") si

My(f)(x) =sup fxd¢(x) , © € R"

t>0

pertenece a LP(R™) donde ¢ € S con [g, ¢(z)dx # 0
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Proposicién 1.2.13. Para f € 5', 0 <p < ooy ¢; €S con [, dpj(x)dr #0, j=1,2
se tiene que

Moy, (f) € LP(R") <= My, (f) € LP(R")
En lo que sigue escribiremos HP(R™) para referirnos al espacio Hf;(]R") para ¢ € S con
f]R" é(x)dr # 0
Proposicién 1.2.14. Para p > 1 se tiene que HP(R™) = LP(R")
Teorema 1.2.3 (Banach-Alaougld). Sea X espacio vectorial topoldgico y V' un entorno

de 0 en X. Entonces
VO={TeX /|T(z)|<1l,zeV}

es compacto en la topologia débil-* de X'

Proposicion 1.2.15. Sea X un espacio vectorial topoldgico separable y V' un entorno del
0 en X. Entonces VO es secuencialmente débil-* compacto, es decir, de cada sucesion de

VO puede extraerse una subsucesion débil-* convergente.

Teorema 1.2.4. Sean 0 <p < oo, f €S yp € S tal que [y, p(x)dx # 0. Entonces son

equivalentes las afirmaciones
1. feHPR"™) (Myf € LP(R"))

2. Myv(f)(x)= sup |fxd(y)], v €R" es una funcion de LP(R™)
lz—y[<t

3. P(f)x) = Supélﬁégr (675|Z|2Pt(')($)) , © € R" es una funcion de LP(R™)
t>0 0—

Teorema 1.2.5. Sean f € S’ y ¢ > 1. Entonces son equivalentes
1. fe HY (R

2. Eziste una sucesion {\j}jew C R con )’ \j < ooy una sucesion de g-atomos {a;}jew

tal que
F=Y X-q
j=1

con convergencia en S’.
Definicién 1.2.8 (g-atomos). Decimos que una fucién medible a es un g-dtomo cuando

1. Existe una bola B que soporta a dicha funcién y
1 a
lallg < HT = | Bt

q

2. / a(x)dx =0
B
Teorema 1.2.6 (Fefferman). El dual de H' es BMO.
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Capitulo 2
Ampliacién de analisis complejo.

Este curso, dividido en dos partes, aborda, en la primera, el estudio de las funciones
de varias variables complejas, prestando especial atencién a la propiedad de holomorfia
y tépicos relacionados (tales como los conjuntos analiticos, extensién de funciones,...),
y, en la segunda, las funciones armoénicas asi como los espacios de Hardy para el caso
unidimensional.

El programa del curso se detalla a continuacién:
2.1 Introduccién a las funciones de varias variables complejas.
1. Funciones holomorfas en varias variables.
2. Series miultiples. Convergencia.
3. El problema 0 y el Teorema de Hartog.
4. Funciones pluriarménicas y plurisubarmonicas.
5. Problema de Levi.
2.2 Funciones armoénicas y espacios de Hardy.
1. Representacion integral de algunas funciones armonicas.
2. Comportamiento de frontera.
3. Espacios de Hardy.

4. Funciones de Nevanlinna.
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2.1. Introduccion a las funciones de varias variables com-

plejas.

Antes de comenzar la primera parte del curso, introduciremos una serie de considera-
ciones previas que nos facilitaran el desarrollo de los contenidos.

Sea n € IN. Definimos el espacio C" como el conjunto

)

C"=Cx - xC={z=(21,....,2n) /2 € Ck=1,...,n}

Esto nos permite establecer un difeomorfismo de cuerpos entre C" y R?", utilizando el

que existe entre R? y C. Por ejemplo,

i:R*> — C
(a,b) — z=a+bi

Tomamos en C" la topologia usual inducida por R?". En ella, un conjunto  C C" se
denomina dominio o region si es abierto y conexo.

Recordemos que el conjunto de las funciones derivables, con derivada continua hasta
orden r y definidas en un cierto conjunto abierto 2 se denota por C"(2).

Algunos de los conjuntos elementales que emplearemos se detallan a continuacion:
Disco unidad:

A=D={ecC/lg<1}cCcC
Polidisco unidad:
A" ={&=(&,...,60)€C /&l < Lk=1,...,n} CC"
Frontera del Polidisco unidad: O™
Frontera distinguida del Polidisco unidad:

n)

BA" ={€=(&1,...,&) €C" /& = Lk =1,...,n} = A% *- xdA =T" C C"

De forma andloga se definen los polidiscos centrados en cualquier punto de C™ y cual-
quier radio € > 0.
Polidisco de centro a € C" y radio ¢ € RT:

A"a,e) ={=(&1,...,&) € C" /&y —ag| <&, k=1,...,n} C C"

Veamos algunos conceptos sobre la cohomologia de Rham que utilizaremos en la seccién
del problema de 0.

Dado un abierto conexo 2 C R™, definimos el espacio vectorial

AQ) = {w = wiyoiydmiy Ao Aday, Jwiy 5, € C(Q)}.
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Como consecuencia de la definicién tenemos que A%(Q) = C*®(Q) y que para k > n se
tiene que AF(Q) = {0}.
Sobre estos espacios vectoriales se define la diferencial exterior d que esta definida como
sigue:
d: AFQ) — AMTH(Q)
w=fdxy N---Ndzx;, — dw=dfANdxy N---Ndxy,

Ademés, cumple que d? = 0. Si denotamos por dy: AF () — A*1(Q) entonces te-
nemos que Imgdy C ker di41. Por tanto podemos definir:

H* (4 R) = ker d/,H_l/Img dy,

como el k-ésimo grupo de Rham en ).
La teoria de Rham nos dice que los grupos globales de Rham no dependen de la

estructura diferenciable de 2, sino de la estructura topolégica.

Observacién 2.1.1. Considerando 2 un abierto conexo de R", si H*(Q;R) = 0, para
toda w € AF1(Q) forma cerrada (dw = 0), existe una forma 1 € A*(Q) que es exacta, es

decir, dn = w.

Definicién 2.1.1. Si H*(Q;R) tiene dimensién finita se dice que (2 tiene cohomologia

finita. A b, = dimpM*(;R) se denomina k-ésimo nimero de Betti.

De esta forma tenemos que, por ejemplo en el abierto de R* siguiente, formado por el

producto de dos anillos de ]RQ,
Q= {(x,y) € R2/1 <2249y’ < Q}times{(x,y) € R2/2 <2249y’ < 3}

los grupos de cohomologia son

HO(Q;R) = R, by =
HY(%R) = R2 b —
H2(;R) = {0}, by =

Consideremos un abierto Q de €" y una funcién v € C1(Q). En €C", utilizando la
estructura compleja, la diferencial exterior se descompone en d = 9 + 9. Actiia sobre una

funcién u dando lugar a la forma diferencial du como sigue:

- ou ou ou ,_ ou _
du = Ou+ Ou = <$dzl+---+a—zndzn>+<£d21+---+a—zndzn>.

Denominaremos forma de tipo (p,q) a aquella que tiene una expresion tal que

w= Z ail,___,ipdzil VANCERIVAN dzip + Z le,---,jqdzjl VANRIERIVAN dijq.

i17"'7i1) jl,---jq
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Denominamos forma de tipo (p,0) a aquella cuya expresion es
w = Z ail,___,ipdzil A A dzip
ily-"yip
y forma de tipo (0, ¢) a la que sea como sigue
w = Z Bj17~~~7jqd2jl VANREIWAY dzjq.
jly---jq

Esto nos permite definir sobre el abierto 2 los espacios vectoriales

/\(p,O)(Q) = w= Z ail,...,z‘pdzil VANRIERIVAN dzip/aihm,ip € COO(Q)
11 ,eenslp

ANODQ) = Sw= > 8. 5d%, A.--Adzjq/ﬁjh___,jq € C>®(Q)
j17---7jq

Sobre cada uno de estos espacios vectoriales podemos definir los operadores diferen-

ciales exteriores 9 y 0 de la siguiente forma:

0= Dpyp) : A(p,O)(Q) N A(p+1,0)(Q)
w=fdzy N Ndz, — Ow=0fNdzy N---Ndz,

9 =0,  NO(Q) — ACHD(Q)
w=gdz, N Ndz, — Ow=0gNdz, N---NdZ,

En la estructura compleja, que la diferencial exterior compleja cumpla que d? = 0
hace que esta propiedad la hereden los operadores diferenciales 9 y 0. Es decir, 0> =0 y
0% = 0. Ademaés, esta condicién obliga a que 90 = —09. Por tanto, podemos definir, de

forma andloga al caso real, los grupos de cohomologia de Rham de tipo (p,0) en © como
HLP(;C) = ker 91 ) / Img 8.0,

y los grupos de cohomologia de Rham de tipo (0,¢) en € como
'H(%O’Q)(Q; C) :=ker 8(07q+1)/1mg d0,q)-

En particular, Hg)’q) (Bolas;C) =0y Hg]’q)(A(a, r); C) = 0.

2.1.1. Funciones holomorfas en varias variables.

Una vez que tenemos bien definido el espacio ambiente comencemos por definir las

funciones holomorfas en C".
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Definicién 2.1.2. Dado un abierto @ C C€", decimos que una funcién f € C'(Q),
f: Q2 — C, es holomorfa en  si es holomorfa para cada variable por separado z;, ¢ =

1,...,n.

Recordemos que una funcién, ¢: 2 C C — C, es holomorfa en el abierto 2 de C si

of _
0z

Ademsds esta condicion es equivalente a las Ecuaciones de Cauchy-Riemann.

of = 0

De forma mas general, podemos definir,

Definicién 2.1.3. Una transformacién f: Q C C" — C™ es holomorfa si lo es cada una

de sus funciones componentes, fr: Q@ — C, k=1,...,m.

Al igual que ocurria en una variable compleja, la holomorfia se comporta bien con
la composiciéon de aplicaciones. Es decir, la composicién de aplicaciones holomorfas es
holomorfa. Para simplificar, el conjunto de las aplicaciones holomorfas definidas en €2 lo
denotaremos por O(€2).

Tratemos de ver si las propiedades que sabemos se cumplen para funciones holomorfas
en C tienen cabida en C". Por ejemplo, el Teorema de identidad en C nos dice que dada
una funcion holomorfa, f € O(Q), si definimos el conjunto Zy = {2 € QC C/ f(z) =0}
y su conjunto de puntos de acumulacion, Der(Zy), es distinto de vacio, entonces f = 0
en . Como consecuencia, si la funcién en nula en un abierto U C ) de su dominio de
definicién, entonces es nula en todo €). Este teorema también es valido para funciones

arménicas en R2. También es cierto en C™.

Teorema 2.1.1 (Teorema de identidad.). Si una funcion f, holomorfa en el dominio

Q C C", es nula en un abierto U C £, entonces es nula en todo el dominio €.
Otros teoremas mas fuertes son los siguientes

Teorema 2.1.2. Dados un dominio Q C C", una funcién f € O(Q) y el conjunto ¥ =
{z € Q/Im(z1) = Im(z2) = -+ = Im(z,) = 0}, se tiene que si X # 0 y f =0 en &,

entonces f =0 en Q.

También podemos hablar de la Formula integral de Cauchy en C™ siendo su de-

mostracién una reduccién a la férmula integral de Cauchy en C.
Teorema 2.1.3. Sea f € O(A™) NC(A™). Entonces:

1 f&1,.6)
2mi)™ Jogan 111 (& — 2i)

Por una aplicacién conjunta del Teorema de identidad (2.1.1) y del teorema (2.1.3) se

fz) = dgy - - - d&y.

tienen los siguientes corolarios.
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Corolario 2.1.1. Sea f € O(A™)NC(A™). Si f =0 en Jg/A"™ entonces f =0 en A",

Corolario 2.1.2. Sean Q un dominio de C" y f € O(). Si existen a € Q ye > 0 de
forma que f =0 en 9yA™(a,e) C Q entonces f =0 en Q.

2.1.2. Series multiples. Convergencia.
Si consideramos k = (k1,...,k,) € N" y 2 = (21,...,2,) € C" podemos definir

k._ ki k
2V =2,

Definicién 2.1.4. Se denomina serie muiltiple a la expresién del tipo ) anz" en la

nelN
que z € C" y para todo n € IN se tiene que a, € C.

Definicién 2.1.5. Decimos que la serie converge en un punto zy € C" si la suma es

finita, es decir, > anzl < 00.

nelN

De esta forma, con una simple aplicacién de la suma de la serie arménica, para z € A"™

escribimos el desarrollo en potencias
- e
n . N k+1°
Hi:l(gz - ZZ) = g +
Reescribimos asi la férmula de Cauchy de la siguiente manera.

. f&i8n) o 1 JOY -
USCTN N | e LR S <<2m~>n /aom gk+1> > o

kelN™

Tratemos de dar condiciones en los que una serie multiple es convergente. Dada una
serie de potencias ) cnn @a2%, si sus términos son todos positivos (a, > 0) entonces la

serie converge en el polidisco unidad cuando

sup aq < C < oo.
s 2 e
T finito acl
Esta acotacién también es equivalente tomando los conjuntos I'py = {a € N" / |a| =

laq| + -+ + |ay| < M}, con lo que la serie converge si

sup Z G p < C < 0.
M lalsm

En una variable teniamos bien definido el mayor conjunto de convergencia de la serie de
potencias, un disco. En varias variables no hay un equivalente. Los dominos de convergencia

maximales cambian. Veamos algunos ejemplos en C2.

k

Ejemplo 2.1.1. La serie > 7, _,z"w" converge en N2,
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Ejemplo 2.1.2. >°7°  zF converge en {(z,w) € C? / |2| < 1}.
Ejemplo 2.1.3. La serie Y ;2 (2 - w)™ converge en {(z,w) € C*/ |z| - |w| < 1}.
Definamos el conjunto de convergencia en C".

Definicién 2.1.6. Dada la serie de potencias ) cnn @o2®, decimos que el conjunto de

convergencia de la serie multiple es:

C:= {ZQ € (D"/ Z |an2®| converja para todo z € UZO}

acN™
siendo U,, un abierto que contiene a zp. Para cada zp € C se dice que la serie multiple

converge absolutamente en z.

Que una serie multiple sea absolutamente convergente en un punto zg nos lleva a que
sea convergente en zgp, pero no necesariamente a la inversa. También, puede ocurrir que
Y acln Gaz < 00 para algin zp, pero C = (). Por ejemplo, Y o henNn k!z* converge en zy = 0
y C = 0.

Definicién 2.1.7. Dada la serie de potencias ) cnn aa2® decimos que converge nor-
malmente en () o converge uniformemente sobre compactos K de () si para todo

e > 0 existe ng = ng(e) € IN de forma que para todo z € K se tiene que
Z aa2%| < e.
o] =m0

Definicién 2.1.8. Llamamos conjunto de acotacion de una serie multiple a:
A:={2€C"/3IM >0 :|aaz*| < M, Yo € N"}

Observacién 2.1.2. Es facil ver que C C,Zl, donde ;1 representa el abierto de A.

Proposicién 2.1.1 (Lema de Abel.). Si ) .nnaaz® converge absolutamente para un

2o fijo, entonces la serie converge en el conjunto
DZO = {Z S (D”/|zk| < |Z(]k|, k= 1,-..,7’L}.

Observacién 2.1.3. En el Lema de Abel, si 2y satisface que 29, = 0, para algin k,

entonces D, = (.

Corolario 2.1.3. Sea la serie multiple )y aq2®. Consideremos un w = (wy, ..., wy),

cuyas componentes son no nulas, w; # 0 parai = 1,...,n, de forma que exista un compacto
o

K CcD,. Entonces C =A .
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Definicién 2.1.9. Dado un X C C" decimos que es Reinhardt cuando para todo z =
(215-..,2n) € X y (01,...,0,) € R se tiene que (21 -€1,... 2, - ew”) € X.

Definicién 2.1.10. Dado un X C C" decimos que es modularmente decreciente cuan-
doparatodo z = (z1,...,2,) € X, (01,...,0,) € Ryr < 1setiene que (7“ sz €0y, ew”) €
X.

Definicién 2.1.11. Dado un X C €™ decimos que es Completo de Reinhardt cuando

es un dominio modularmente decreciente.

Proposicion 2.1.2. St X es un de Reinhardt entonces se tiene que z € X si, y solo si,
(Iz1], - -y |2n]) € X.

Observacion 2.1.4. El conjunto
X ={(2l--s|2l) /2 € X} CRY
determina al dominio de Reinhardt X.

Definicién 2.1.12. Decimos que un conjunto R C R’} es logaritmicamente convexo
si el conjunto

logR = {(logx1, ... ,logay) /x = (x1,...,2,) € R}
es un conjunto convexo, es decir, para todo t € [0, 1] se cumple que
t-logR+(1—1t)-logR CR.

Observacion 2.1.5. En particular, diremos que un conjunto X C C™ Reinhardt es lo-

garitmicamente convexo si X es logaritmicamente convexo.
Ejemplo 2.1.4. X = A? es Reinhardt completo logarftmicamente convexo.

Ejemplo 2.1.5. La Figura de Hartog

H = {(z,w) GCZ/M < % | < 1}U{(z,w) ecQ/yz\ <1 % < \w\}

es un abierto Reinhardt no completo ni logaritmicamente convexo.

Ejemplo 2.1.6. Q) = {(z,w) € (DQ/|Z| <iwc< 1}U{(z,w) € (132/|z| <1, |w|l < %}

es completo Reinhardt no logaritmicamente convexo.

Proposicién 2.1.3. Sea C # | el conjunto de convergencia de la serie miltiple Y cyn Ga2®.

Si 0 € C entonces es Reinhardt completo logaritmicamente convexo.
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log %
H log |z|

log %

log H

|2|

log |w]

Figura 2.1: La Figura de Hartog no es logaritmicamente convexa.

o
Para demostrar esta proposicién recurrimos a que C =4 en el que es mas sencillo de

comprobar que cumple todas las propiedades.

Con estas nuevas definiciones estamos construyendo el mayor dominio de convergencia

de una serie multiple.

Teorema 2.1.4. Sea Q2 C C" un dominio Reinhardt de modo que el 0 € Q. Supongamos
que f € O(Q). Entonces la serie miltiple

> aa =) <(27:¢)n /aoAn %) +

aclN” kelN»

converge uniformemente en compactos sobre Q a la funcion f.

Veamos como esta construccién del conjunto de convergencia maximal nos devuelve el

mismo resultado si retornamos a una variable compleja.

Corolario 2.1.4. Sea Q C C una region Reinhardt. Entonces existe v > 0 de forma que
Q=A(0,r).

Corolario 2.1.5. Sea Q) € C" una region Reinhardt. Supongamos que f € O(Q2). Entonces
o

existe una funcion f que es holomorfa en el conjunto Q= convex(2) =ND, en donde D

son completos Reinhardt logaritmicamente convexos que contienen a ). Ademds, }VIQ = f.

Ejemplo 2.1.7. Toda funcién holomorfa en la Figura de Hartog (2.1.5), H se puede

extender al polidisco completo.

Teorema 2.1.5. Sea 2 € C" es Reinhardt de forma que el 0 € Q. Supongamos que
f € O(Q). Entonces existe una, y solo una serie mailtiple de potencias de forma que

[(2) = > qemn @az® con convergencia normal en €.
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H log 2|
1 log%
1 -
2
|Z| log'H
3 1 log [w]
|wl N
H log 2|
1
2] convex(log H)
| log ul

Figura 2.2: Demostracién visual de la extensién de una funcién holomorfa en la figura de Hartog.

2.1.3. El problema de 0 y el Teorema de Hartog.

El problema de 9 consiste en buscar una solucién de la ecuacién en derivadas parciales

Ou = f. Comencemos por resolver el problema en una variable.

Teorema 2.1.6. Sea Q un abierto acotado de C. Supongamos que f € C1() y estd

acotada. Entonces 1 163
we) == ff 5504 o

verifica que u € C1(Q) y Ou = f en Q.
Una consecuencia del teorema es la que sigue.

Corolario 2.1.6. Sea Q un dominio de C. Supongamos que f € C*(S2). Entonces Ou = f
tiene en Q una solucion u € C*°(1).

En general, dada f € C}(Q), Ou = f no admite soluciones en las que u € C}(C)!.
Bastaria aplicar el teorema de Stokes.

Planteemos ahora el problema de 0 en €. Dado un abierto  de C" buscamos, en
principio, una funcién u € C'(2) que resuelva la ecuaciéon Ou = w en la que w = fi dz; +
s+ fndzZy € AOD) Es decir debemos encontrar una funcién « de forma que

ou
pE =

e, representa las funciones continuas de soporte compacto.

fis i=1,...,n.
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Ademdés se han de cumplir ciertas condiciones de integrabilidad, dw = 0, que nos devuelven

n\y _ n(n—1) . .
(2) = 5 restricciones:

Ofc _ 01

= k,jg=1,... k#j.
82] aZk »J ) 5 1, 7&]

Veamos una serie de resultados que devuelven la solucién del problema, pero que no
se pueden utilizar en C.

Teorema 2.1.7. Sea n > 1. Consideremos w € /\go’l)((D") de clase C' y O-cerrada, es
decir, Ow = 0. Sea Qg una componente conera no acotada de C™\ sopw.? Entonces existe
una funcién u € CL(C™) que es solucion de la ecuacion Ow = u en C". Ademds u =0 en
Qo

Pero este teorema se concreta mas en el siguiente, uno de los mas importantes del

curso. Vemos reflejada su importancia en las consecuencias que conlleva.

Teorema 2.1.8 (Teorema de Hartog.). Sea Q un dominio de C", para n > 1. Sea
K C Q compacto de forma que Q\ K es conexo. Entonces toda funcion f € O(Q\ K)

extiende a una funcion holomorfa en €.
Consecuencias del teorema de Hartog:

1. Sea € un subconjunto abierto de C". Si f € O(Q\ {a}) entonces f extiende ho-

lomoérficamente en z = a, es decir, no existen singularidades aisladas.
2. El conjunto de ceros de una funcién holomorfa no tiene puntos aislados.

3. Sea Q subconjunto abierto de C" y sea Z; = {z € Q/f(z) = 0} el conjunto de ceros
de f. Si 2 es acotado, entonces para cualquier V € Ent(0Q) se tiene que Z;NV # (.

Otra versién del Teorema de Hartog es la que siguiente:

Teorema 2.1.9. Teorema de Hartog. Sea [ definida en Q0 un subconjunto abierto de

C". Supongamos que, para cada k =1,...,n, la funcion
§ — f(zla cee 7Zk717§7zk+17' .. 7271)
es holomorfa como funcion de &, para z; fijo, 5 =1,...,k—=1,k+1,...,n. Entonces f es

holomorfa como funcion de C™.

Observacién 2.1.6. Este resultado no ocurre en el caso real. Por ejemplo, la funcion

ey — ) e @y #(0,0)
f( ,y) { 0, (a:,y) = (07 0)

es C* en cada variable por separado, considerando la otra fija, y sin embargo f & C°.

2En este caso estamos hablando de una (0, 1)-forma con soporte compacto. El soporte de la forma w se

representa por sopw
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Proposicién 2.1.4. Si f: R2 — R es una funcién de forma que para y fijo, es un po-
linomio en x y, para x fijo, es un polinomio en y, entonces f es un polinomio en dos

variables.
En la demostracién del teorema de Hartog (2.1.9) se emplean los siguientes lemas:

Lema 2.1.1. Sea f: A(0,r) — C holomorfa con |f| < M entonces ‘f")(O)‘ < mi.

_Tn

Lema 2.1.2. Sea f: A(0,71) x --- A(0,7,) — € holomorfa con |f| < M entonces |0% f(0)] <
!
al

re :

Lema 2.1.3. Sea f una funcion en las condiciones del Teorema de Hartog (2.1.9). Si
D C Q es un polidisco cerrado, entonces existen D; C Dj, para j < n y D], = D, de

forma que f estd acotada en D' = D} x --- x D},

Lema 2.1.4. Sean D = {z € C"/|z; — z?| <R,j=1,...,n}y f: D— C una funcion
holomorfa en D' = {z = (21,...,2n) [|2j=27| <7, |zn—2)| < R}. Ademds, si 2" — f(2, 2,)
es holomorfa para 2’ € {2' = (z1,...,20 — 1) /|2 — z;)\ <r,j=1,...,n—1}. con z, fijo,
entonces f € O(D).

2.1.4. Funciones pluriarmoénicas y plurisubarmonicas.

Antes de comenzar recordemos la definicién de una funcién armoénica y subarmonica

en C.

Definicién 2.1.13. Una funcién v: Q C C — R continua se dice armonica en 2 si para

cada a € Q y r > 0 tal que, se tiene que

v(a) ! /027r v (a + rew) do (2.2)

"o

La ecuacién (2.2) se conoce como Propiedad del valor medio.
Definicién 2.1.14. Una funcién v: 2 C € — R se dice subarménica en 2 si:
1. v es semicontinua superiormente, es decir, limsup,_,, < v(a).

2. v satisface la subpropiedad del valor medio, es decir,

- 27

v(a) < 1 /OQWU (a + rew) db (2.3)

Observacion 2.1.7. El que v sea una funcién semicontinua superiormente implica que se
pueda ver como limite puntual de funciones continuas, v = limy_, gk, siendo v < g1 <
gr- Ademas, las funciones subarmoénicas, al igual que las armonicas, también cumplen el

Principio de mdzimo.
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Definicion 2.1.15. Diremos que una funcién v es superarmonica si —v es subarmonica.

Teorema 2.1.10 (Teorema de Hartog.). Sea {v;}jew una sucesion de funciones su-
barmdnicas en un dominio ) uniformemente acotadas superiormente en subconjuntos com-
pactos en 2, es decir, para todo compacto K CC , existe una constante M = M(K) > 0
de forma que v; < M en K. Silimsup;_, vj(§) < C para todo £ € 2, para cada compacto
K CQye>0 existe jo = jo(K) de forma que

v;(§) < C+e, para j > jo, £ € K.

Veamos qué tipo de funciones representa el papel de funciones arménicas en una va-

riable.
Sea f =u+iv € O(R), donde u,v:  — R. Paran = 1si u = Re f, entonces Au =0
siendo A = g—;—l—g—; y considerando z = x+iy. Sin embargo, paran > 1,siz = (21...,2y)

con z; = x; + 1y;, tenemos que,

0F _1(0F [ OI\_ o
agj_2(axj—i—zayj>—Opara]—l,...,n.

Sustituyendo f por su expresion u + iv y derivando,

Up, = Uy, .
{ T3 Yi para j =1,...,n.

Uy; = U

Derivando la primera respecto z; y la segunda respecto y; y sumando obtenemos las
ecuaciones

Ug;z; T Vyy; =0, para j=1,... n.

Si por el contrario, derivamos la primera respecto z y la segunda respecto yr y sumando
se cumple que

Ugjay + Uy,y, =0, para k,j=1,...,n.

Ahora bien, jcudntas de estas ecuaciones son suficientes para que u sea la parte real de
feo)?

Partiendo de la idea de que f = u + v tenemos que 2u = f + f. De esta forma,
20u = Of, con lo que 200u = 00f = Of. Esto se debe a que f es holomorfa, es decir,

of = Z;‘L:1 g—gdzj = 0. Asf, aplicando las propiedades de 0 y 0 se tiene que:

200u = 09f = —9OF — —00f =

. s . n(n+1 :
Esto nos lleva a que también se han de cumplir estas —=— ecuaciones:

n 2
dou = 4 il dzj Ndz =0
’ 82’]82’k
k<j
k,j=1
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Obsérvese que en el caso de una variable tenemos que:

Definicién 2.1.16. Diremos que una funcién v es pluriarmonica en {2 C C™ si cumple

que u € C3(Q) y, en Q,

n 2
00u = Lu_dzj ANdz, = 0.
kj=1 8zj8zk

Observacién 2.1.8. Definamos B;u = 0ou = 822;&' Se cumple que Bjj = By ;. Esto

significa que la matriz B = (Bj,u);; que tiene como elementos cada una de las derivadas

parciales de segundo orden de u, es una matriz autoadjunta.

Que una funcién sea pluriarmoénica conlleva que sea armoénica en sentido real, pero
el reciproco no es cierto a no ser que estemos en C, en el que armonica y pluriarmonica
representan lo mismo. Sin embargo, una relaciéon entre las definiciones de arménica y
pluriarménica es que una funcién es pluriarmonica si la restricciéon a cada linea compleja

sobre su dominio de definicién es una funcién arménica.
Teorema 2.1.11. En caso de que H'(2;R) = 0:

a) 51 Q es un dominio o una region de C™y u es pluriarmdnica en ), entonces existe
)

una funcion f € O(Q) de forma que u= Re f.
b) Cuando Q C C entonces H'(;R) = 0 si, y sdlo si,  es simplemente conezo.

Que H'(2;R) = 0 significa que para toda 1-forma cerrada w, la ecuacién du = w

admite solucién en €.

Teorema 2.1.12. Sea Q C C" un dominio. Supongamos que en £ toda funcion plu-
riarmonica es la parte real de una funcion holomorfa. Si Hg)’l)(ﬂ; C) = 0 entonces H(Q; R) =
0.

(0,1)

En el caso de que n = 1, la condicién Hs (©; C) = 0 siempre se cumple, es decir, la

ecuacién du = f tiene solucién en ).

2.1.5. Problema de Levi.

Comencemos esta parte hablando de los dominios de holomorfia.
Definicién 2.1.17. Sea 2 C C" una region.

» Diremos que f € O(Q) es singular en p € 0N si para toda u € Ent(p) no existe
una funcién h € O(U) de forma que h = f en alguna componente de U N Q.
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» 2 es un dominio de holomorfia si para todo p € 9 existe una funcién f € O(Q)

que es singular en p.
Ejemplo 2.1.8. La figura de Hartog no es un dominio de holomorfia.
Ejemplo 2.1.9. B(0,2)\ B(0,1) no es un dominio de holomorffa.
Ejemplo 2.1.10. Para n = 1 todo dominio es de holomorfia.
Ejemplo 2.1.11. El producto de dominios de holomorfia es un dominio de holomorffa.

Proposicion 2.1.5. 5i Q es un dominio convexo en C" entonces es un dominio de holo-

morfia.

En la demostracion de esta proposicién sélo debemos aplicar el Teorema de Hanh-
Banach que me garantiza que para cualquier punto de la frontera puedo definir un operador
lineal que me separa p del dominio.

Veamos una primera aproximacién al problema de Levi. Consideremos en R™ un do-
minio convexo 2 que lo podamos definir como Q = {z € R"/p(z) < 0} donde p € C*(R")
y Vp # 0 si p = 0. Estas condiciones se piden para garantizar la suavidad de la frontera
del dominio. En este caso, la convexidad del dominio lo hereda la funcién que define la
frontera, es decir, p. Ademads, Hess(p;p) > 0 siempre que p € 0f.

Pensemos ahora en C". Sea Q@ = {z € C"/p(z) < 0} donde p € C*(C™). Sea p € I de
forma que p(p) = 0. Si desarrollamos la funcién p en torno al punto p con la estructura

compleja nos quedan dos formas cuadraticas:

7,k=1
n 62 B

De esta forma tenemos que < Hess(p;p) - h,h >= 2Re (Qp(p)h) + Ly(p)h.
Definicién 2.1.18. Se denomina Forma de Levi a Ly(p).

Definicion 2.1.19. Denotaremos el espacio tangente complejo por

T(Q) = {h € T,(Q) /ih € Tp(Q)} = T,(Q) N (iT(2))

Proposicién 2.1.6. Si h € T;:(Q) siendo € convexo, entonces Ly(p) - h > 0.
El reciproco de este resultado no es cierto.

Definiciéon 2.1.20. Un abierto Q C C" se dice Levi pseudoconvexro cuando su for-
ma de levi asociada es no negativa. En caso de que sea positiva, diremos que es Levi

pseudoconvexo estricto.
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Teorema 2.1.13. Problema de Levi. () C C" es un dominio de holomorfia con frontera

suave si, y solo si, 0 es Levi pseudoconvezo.
El primero en resolver este problema fue Oka en C2.

Definicién 2.1.21. Un dominio € se dice pseudoconvexro cuando existe una sucesién

{Q,,} de dominios Levi pseudoconvexos estrictos de forma que

Q= lim Q,.

n—oo

Teorema 2.1.14. Sea 2 C C" un dominio. Entonces son equivalentes:
a) Q es un domino de holomorfia.

b) Q es pseudoconvexo.

c) ’}—(g)’k)(Q;(D) =0parak=1,...,n.

2.2. Funciones armodnicas y espacios de Hardy.

En esta parte del curso de doctorado nos dedicamos a trabajar con funciones armonicas

u definidas en un abierto 2 C € que cumplen que

2 2 2
O 0% ogy — 4 97

Au = 022 ' 9y? 0207

0.

2.2.1. Representacion integral de algunas funciones armonicas.

Centraremos nuestra atencién en la busqueda de distintas representaciones integrales
de las funciones armonicas. Para ello, distinguiremos los espacios en los que encontramos

la funcién que nos da la representacién integral de la funcién armonica.

Teorema 2.2.1. Seap > 1, y u una funcion armdnica en el disco de radio R > 1, D(0, R).

surl)/7r u <rew) ‘de =(C < .
r<lJ—n

Entonces existe F € LP (0D(0, R)) tal que

Supongamos que

u <7“ ew) = % ' P.(0 —t)F (eit) dt,

—Tr

donde

1—1r? 142
P = =
+(6) 1472 —2rcosf he (1—2)

se conoce como Nucleo de Poisson y cumple que ffﬁ P.(0)do = 2.
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Cuando p = 1 las cosas funcionan esencialmente igual sin mas que considerar que

Lo° = (Ll)*. Resulta, el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. S7u es armdnica acotada en el disco unidad D C C entonces existe una

funcion F € L™ tal que

u <7" ew) = % /_7; P.(6 —t)F (t)dt.

En particular,si tramamos de generalizar este resultado para p = 1 nos encontramos
con un problema con el espacio dual de L!. Sin embargo, C(T)* = M(T). Es decir, du(t) =
F(t)dt de forma que [jul] = |IfI]r

Teorema 2.2.3. Sea u una funcion armonica en el disco unidad D y supongamos que las

medidas de orden 1 cumplen que

T
sup/
r<lJ—x

Entonces existe una medida de Borel finita sobre T de forma que

u(re?)]do = C < .
(")

u <7“ ew) 1 ) P.(0 —t)du(t).

2t J_ .

Corolario 2.2.1 (Evans.). Si u es armdnica y positiva en T entonces existe una medida

positiva y finita p tal que

Hasta ahora tenemos que

i L [T P60 —t)F () dt, 1<p<oo
u<7’ee):{ i;ﬂﬂ-P ( ) B

Nuestro objetivo es conectar F'(t) con .

Teorema 2.2.4. Seap > 1y F = F(t) € LP. Entonces

u (r ew) = % /7r P.(0—-t)F (eit) dt

—Tr

es una funcion armonica en D que cumple

sup/ u (rew) ‘p df = || F|p.
r<lJ—x

Teorema 2.2.5. Sea f € L?, con 1 < p < 0. Entonces

. 1 /7 . . A
u <7° ew> =5 P.(0 —t)F (") at He g (e’e) cuando r — 1.
7r

—T

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



40 Cap. 2: AMPLIACION DE ANALISIS COMPLEJO.

Teorema 2.2.6 (Teorema de Fatou.). Sea F € L'(dD), de forma que

u <7“ ew) = % /_7; P.(0 —t)F (eit) dt.

0

Entonces u(z) — F (e“), cuando z — € no tangencialmente.

Hemos visto que una funcién arménica u en el disco unidad, bajo ciertas condiciones,
sabemos que podemos encontrar una funciéon F € O(D(0,1)), cuyo desarrollo en serie
viene dado por F(z) = ano anz™, de forma que u (Tew) =RelF (reig) =3 Aprlnl
donde

%d,n, n <0
A, = Reag, n=0

%an, n > 0,

Hemos encontrado la parte real de la funcién holomorfa que define a u. Busquemos la

parte imaginaria de dicha funcién.

Definicién 2.2.1. La funcién conjugada armonica de una funcién armoénica u viene

dada por la funcién @ tal que:
1) u(0) = 0.
1) w es armonica.
4it) F(z) = u(z) + iu(z) es holomorfa.

Ademds, su representacion es de la forma

oo
ﬂ(rew) = — Z i sig(n)Aprnle™?

= %/7; (— nz_:ooi : sig(n)r”'ei”(et)> du(t)
= 5[ @@,

La funcién @,(f) se denomina Nicleo de Poisson conjugado. También se puede ex-

2rsen 1+=2
r(0) = =1 .
@) 1472 —2rcosf m<1—z>

presar como

Observacion 2.2.1. Veamos la relacién que existe entre los Nicleos de Poisson.

1 1 i0
+z 1l+4vre — P.(0) + Q0 (6).

1—2 1—re®
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Definicién 2.2.2. Dada F € L'(T) se dice que 6 es punto de Lebesgue de F si cumple

1 h
lim — FO+t)—F(0)dt =0.
Jim 5o [ P0+0 = FO)ld =0

Proposicion 2.2.1. En todo punto 0 de Lebesgue de F', la armdnica conjugada u tiende al
valor principal de la funcién holomorfa F, es decir, u (reie) — Up ﬁ(ﬂ), cuando r — 1.
Ademds F(6) es medible en el borde.

Teorema 2.2.7 (Teorema de Riesz.). Para 1 < p < oo consideremos el operador con-
jugacion de LP en LP, que asocia a f, obtenida de la funcion armdnica, con su conjugada

f: obtenida de la funcion armdnica conjugada. Se cumple que

11l < €l fllp-

En otra palabras, estamos diciendo que dicho operador es continuo en LP.

Observacién 2.2.2. En general, cuando buscamos la arménica conjugada de una funcién

u armonica en el disco unidad D tenemos que
» Siu e LP, para 1 < p < oo, entonces u € LP

m Siu € L, entonces u € BMO.

2.2.2. Espacios de Hardy.

Representaremos el conjunto de las funciones holomorfas en el disco unidad D por
HD)={f:D—C/f€0OD)}
Definicién 2.2.3. Para toda funcién f € H(D) y 0 < r < 1 se define

- la media de orden p de f a nivel r, para 1 < p < 0o, como

M, (r, f) = {%/Ozﬁ f(rew)‘pd@}%. (2.4)

- la media infinita de f a nivel r como

MOO (T’ f) - oglei}éw

f (rew)‘ . (2.5)

Definicion 2.2.4. En el disco unidad definimos:

- Espacio de las funciones holomorfas acotadas como el conjunto

H>*(D) = {f € H(D)/ f acotada}. (2.6)
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- Espacio de Hardy holomorfo de orden p, para 0 < p < oo, como el conjunto

HP(D) ={f € HD)/ sup M,y(r, f) = cte < co}. (2.7)

0<r<1

Observacion 2.2.3. La primera consecuencia, es que toda funcion f del espacio las fun-
ciones holomorfas acotadas (2.6) cumple My (7, f) < ||f|lco Para cualquier nivel r. En el
caso particular de p = 2, por la desigualdad de Parseval, se tiene que f € H2(D) si, y sélo

si, f(2) = 3,50 @n2" con {an}nen € 12, es decir, > >0 lan|? < occ.
Lema 2.2.1. Sea 0 < p < co. Consideremos f € HP(D). Entonces

) < 2s Ml
(I—r)r

Sea, para cada 0 < p < oo, el conjunto
HT={f=f (") err: fe ).
Es distinto de vacio pues la funcién ), _, ape’®® € AP pues son los valores frontera de
POHIREIEL
Teorema 2.2.8. P es la clausura en LP de los polinomios.

Teorema 2.2.9. Sea f(2) =) 1+ axz® € H' y consideremos f (€) € L' sus valores de

frontera. Sean ¢, los coeficientes de Fourier f definidos como

on = f(n) = % /O eIt £ (1)t

0 n < 0;
Entonces, ¢, = ’ '
an, n>0.

De la misma forma que hemos definido el Espacio de Hardy con funciones holomorfas,
podemos hacerlo con funciones armonicas. Representaremos el conjunto de las funciones

armoénicas en el disco unidad por
h(D) ={f: D — €/ f es armoénica}.
Definicién 2.2.5. En el disco unidad denominamos
- Espacio de las funciones armonicas acotadas al conjunto

h>*(D) = {f € h(D)/ f acotada}. (2.8)

- Espacio de Hardy armonico de orden p, para 0 < p < oo, al conjunto

WP (D) ={f € h(D)/ sup My(r, f) = cte < co}. (2.9)

0<r<1
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Si u € h'(D) se tiene que

u <r ei@) _ % /O27T P.(0 — t)du(t),

siendo p una funcién de variacién acotada en [0, 27]. Es decir, cumple que

sup Y [f(ti) = f(ti-1] < oo,

PeP([0,27]) ;1

donde P = {0 =ty < --- < t, = 27} es una particién finita del intervalo [0, 27]. Esta

representacion se denomina la representaciéon integral de Poisson-Stieltjes.
Teorema 2.2.10. Las tres clases de funciones armdnicas siguientes son equivalentes:
i) Las que admiten representacion integral de Poisson-Stieltjes.
ii) Las que pueden expresarse como diferencia de funciones arménicas positivas.
iii) Las que estdn en h'.
La implicacién 4i2) =, ¢) se debe al siguiente lema.

Lema 2.2.2 (Lema de Helly.). Sea {1, (t) }new una sucesion de variaciones uniforme-
mente acotadas en [a,b]. Entonces eziste una subsucesion {jn, (t)}rew convergente en todo
punto a una funcién de variacion acotada en el intervalo [a,b]. Ademds, si ¢ € C([a,b])

entonces b

b
PO (1) = [ olt)dult)

Definicién 2.2.6. Dada una funcién de variacién acotada p en [a, b], se define la derivada

lim
k—oo a

simétrica en el punto 6y como

. 0o +1t) — (0o — t
DM(QO)Z%I_I%M(O )Ztﬂ(o ).

Teorema 2.2.11. Sea u armonica con representacion integral de Poisson-Stieltjes de una
funcién p de variacion acotada en [a,b]. Si pu tiene derivada simétrica en 0y entonces
h'nﬁu <T’6i60> = Du(6p).
r—

Teorema 2.2.12. Sea f € H*(D), entonces f tiene limite radial en casi todo punto de

dD. Ademds, si L = lim,_,1 f (reieo), entonces el limite no tangencial de f también vale
L en 6.

Lema 2.2.3. Para g subarmodnica en D definimos la funcion

m(r) = % 027rg <7“ew) do.

Entonces m(r) es creciente y conveza de logr.
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Teorema 2.2.13. Teorema de convexidad de Hardy. Para 0 <p < oo y f € H(D)

tenemos que
(a) My(r, f) es creciente en [0,1).
(b) log My(r, f) es conveza de logr.

Veamos a continuacién la idea de subordinacién que se plasmaré en el siguiente teore-
ma. Sean f: D — C holomorfa y F': D — C univalente de forma que f(0) = F(0) =0y
f(D) c F(D). Entonces tenemos una funcién ¢: D — D de forma que ¢(z) = F 1o f(z),
con ¢(0) = 0. Aplicando el Lema de Schwartz a ¢ nos encontramos con que |p(z)| = |z|
con |z| < 1. Dado que f(z) = f o p(z) se sigue que f(D(0,r)) C F(D(0,r)), pues fijado
|z] < r se infiere que |p(2)] < |z] < r.

Definicién 2.2.7. Dada f, F': D — C holomorfas. Decimos que f estd subordinada a

F, (f < F), si existe una ¢: D — D holomorfa que satisfaga para z € D:
= Jo(z)] <zl
= f(2) = F(p(2))-

Teorema 2.2.14 (Teorema de Subordinacién de Littlewood.). Sean f, F € H>*(D),

de forma que f o< F. Para 0 < p < oo se tiene que
Mp(T, f) < Mp(T,F)'

Observacion 2.2.4. Una funcién f de H*°(D) tiene limites radiales no tangenciales finitos

en casi todo punto de 0D. Ademds, para 0 < p < ¢ < oo se tiene que

H*>* c HY C H?.

2.2.3. Funciones de Nevanlinna.

Definicién 2.2.8. Dada una funcién f € H(D) se dice de caracteristica acotada o de

Nevanlinna cuando:

1 + i0
sup — log ‘f(re )‘d@SC:cte.
o<r<1 2 0

En conjunto de funciones de Nevanlinna se representa por N. Una consecuencia funda-
mental es que H? C N.

Veamos las propiedades que tiene este nuevo conjunto de funciones.

Teorema 2.2.15 (Teorema de Nevanlinna.). Para f €y (D) se tiene que f € N si, y
sdlo si, existen 1) € H*(D), con [|¢loo, [[¥]loc < 1, de forma que f = £.
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Teorema 2.2.16. Si f € N, entonces
i) f tiene limite no tangencial en casi todo punto de [0,2x].
ii) log |f ret | € L'([0,27]), salvo que f = 0.
iii) si f € HP para algin p > 0, entonces f € LP([0,27]).

Teorema 2.2.17 (Conjunto de ceros.). Sea f € H(D) no idénticamente nula y sean
{zn}n>1 los ceros de f contados tantas veces como indiquen sus multiplicidades. Entonces
2m

h’n% log™ ‘f (7“6“)) ‘ df < oo = Z(l — |zk]) < o0
r— 0 1

Corolario 2.2.2. Si f € N entonces cumple que > po (1 — |z1]) < 00
Teorema 2.2.18. Sean {an}n>1 C D de forma que
i) 0< ]al\ < ‘CLQ’ <...< ]an] <-...<1.

ii) Condicién de Blaschke.
> (1= an]) < . (2.10)
k=1

Entonces la funcion

H [@n] an — (2.11)

ay, 1—an

converge uniformemente en compactos, es decir, B € H(D). Ademds
» |B(2)| <1, z€D.
» Los ceros de B son exactamente {an}n>1 contados tantas veces como se repitan.
. {B (ew)‘ =1 en casi todo punto de [0, 27].

En general, la funcion (2.11) se denomina Producto de Blaschke siempre que verifique
la Condicion de Blaschke (2.10).

Teorema 2.2.19 (Teorema de factorizacién de Riesz.). Toda f € HP(D), para algin

p > 0, se puede factorizar para cada z € D como

donde B es un producto de Blaschke y g € HP(D) sin ceros en D. Ademds,

] {f (ew)‘ = {g (ew)‘ en casi todo punto de [0, 27].
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] |f (rewﬂ < ‘g(reigﬂ para r < 1.

Observacion 2.2.5. Esta descomposicion es valida para funciones de la clase de Nevan-

linna.

Teorema 2.2.20. Dada f € HP(D) para algin p > 0, se cumple que

i, 517 ) 48 = 571 )
i 711 () = £ (@) £ =o.

Corolario 2.2.3. Si f € H? para algin p > 0, entonces

lim 7 log™ ‘f <T’6i6>‘ —log* ‘f (ew)Hp d0 = 0.

r—1 0 21

En la demostracion se usa el siguiente lema.

Lema 2.2.4. Dados dos nimeros reales a,b >0 y 0 < p < 1, se tiene que
1
llogta —log*b| < =|a — bJP.
p

Teorema 2.2.21. Sea f € HP(D) donde p > 0, entonces
_ 1 [27 A
log ‘f re'd ‘ < / P.(6 — t)log ‘f e ‘dt.
<) <5 ), (")

=27

Definicién 2.2.9. Una funcion exterior de HP(D) es una funcién de la forma:

) 1 2w it
F(z) = e exp {2— / ¢t Zlog w(t)dt] ,
T Jo

et — 2z
donde (t) € LP y logv € L.
Definicién 2.2.10. Una funcién interior de HP(D) es una funcién que cumple

" | flloo <1 en D.

. {f(ew‘ =1 en casi todo punto de 9D.

Teorema 2.2.22 (Teorema de Factorizacién.). Dada una funcion f € HP(D) no nula
y consideremos p > 0. Existe una constante vy, un producto de Blaschke B, una funcion

exterior, F, y una funcion interior singular S de forma que:
f(z) = e"B(2) - 8(2) - F(2).
El reciproco también es cierto.

Teorema 2.2.23. Sea f € H(D). Entonces existe ¢ € L*([0,27]) de forma que

1 2 i
/0 P(0 —t)p (e")dt

"o

f(2)

si, y solo si, f € H (D).
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Capitulo 3
Ampliacién de analisis funcional.

Este curso, dividido en dos partes, aborda en su primera parte el estudio del espa-
cio de distribuciones, y en su segunda parte, el estudio de las dlgebras de Banach y la
transformacion de Gelfand.

El programa del curso se detalla a continuacién:

3.1. El espacio de las distribuciones de Schwartz.

3.1.1. Introduccion.

3.1.2. El espacio de distribuciones D’.
3.1.3. Convergencia en D’.

3.1.4. Operaciones en D’.

3.1.5. Derivacién en D’.

3.1.6. Producto tensorial de distribuciones. Convolucién.

3.2. Algebras de Banach.

3.2.1. Algebras de Banach.

3.2.2. Teoria espectral en dlgebras de Banach.
3.2.3. Ideales y homomorfismos.

3.2.4. Aplicaciones.

3.2.5. La transformacion de Gelfand.
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3.1. El espacio de distribuciones de Schwartz.

3.1.1. Introduccion.

El objeto que motiva este curso de doctorado es el estudio del espacio de distribuciones
y algunas de sus propiedades més importantes asi como la aportacién que realiza tal espacio
a la teoria de soluciones débiles de una EDP. Empezaremos diciendo que en el campo de las
soluciones regulares, la caracterizacion se debe a Cauchy-Gourssat en 1898 exigiendo que
los coeficientes de la EDP sean analiticos.El primero en proponer soluciones al problema de
las soluciones débiles fue Euler conviertiendo la EDP en una ecuacién integral despreciando
los puntos conflictivos (no aportan a la integral, tienen medida nula) y construyendo una
sucesion de funciones regulares que convergen en algun sentido a la condicién inicial para
resolver el problema de valores iniciales con cada una de estas funciones regulares y obtener

asi una sucesién de funciones {uy(z,t)}nen. La conjetura de Euler era que
Up(z,t) — u(x,t), n — oo

Maés tarde aparece Lagrange (1760) que en la direccién de Euler obtiene resultados inte-
resantes pero involucrando a condiciones fisicas como que los extremos de la solucién de
la ecuacién de ondas sean puntos fijos en el tiempo.

Veamos la evolucién en el tiempo de las exigencias para la existencia de soluciones de

la ecuacién de Poisson

Au(z,t) = —4dmp(x,y, 2)
1. POISSON (1813), p = cte
2. GAUSS (1840), p € C*
3. HOLDER (1882), |p(z) — po(z)| < Alz|™ con p = p(|z|)

|| r
4. MORERA ,/0 (p(r) — po(r))d7 < 00

5. BOCHER (1905), postula que: Au = 0 en <= Jo0 %ds =0
6. KOEBE (1906), prueba que: u € C?, Au=0en Q <= u € C1, fag %ds =0

7. RIEMMAN (1854), dada una funcién f desarrollada en serie trigonométricas de
Fourier, construye F'(z) integrando dos veces la representacién de f obteniendo una

fucién que satisface que D?F(z) = f(z) donde

F(z +2h) + F(z — 2h) — 2F ()
2 I 7
DrE() = i, ?
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8. WIENER (1926), afirma que para que Lu = 0 sin que v € C? cuando ocurre que

/ /A u(z,y)g(e,y)dedy =0

siendo Lu = A% + B% + 03273 + D% + Eg—z + Fu , para cierta familia de

funciones siendo A una poligonal.
9. SOBOLEV (1936), introduce el concepto de funcional.

10. L.SCHWARTZ (1950), sistematiza el concepto de funcional dando a luz a la teoria

de distribuciones.

Observacién 3.1.1. Dirac en su obra “Principles of quantum mechanics” (1930) nece-
sitaba un ente matemdtico que satisfaciera que d(x) = 0,2 # 0y §(0) = oo (condiciones
contradictorias en la teorfa de integracién) que lo llamo funcién impropia. Dié la idea

intuitiva de la “delta de Dirac”.

3.1.2. El espacio de distribuciones D’.
Lo primero es definir el espacio de funciones prueba (testing function space)
D= {<p: R" — C /¢ € C¥R") Npmrm\k = 0, VEK°P ]R"}

Ejemplo 3.1.1. Dos ejemplos de funciones de D son

I U @)
w’)_{ < T et

Ademds [ v (t)dt =1

Lema 3.1.1. Dada f € C®°(R") existe ¢ € D tal que f = ¢ en I = [a,b]. Ademds si
f(t) # 0,t € [a,b] entonces podemos aproxzimar uniformemente a f por una sucesion de

funciones prueba via la convolucion.
o
vl = [ fpalt - s
—0o0

3.1.3. Convergencia en D'.

Definicién 3.1.1 (Convergencia en D.). Dada una sucesién {¢, }new C D, decimos

que converge a 0 en D cuando
1. pt)=0,Vtgl

2. {gpfl) () }new converge uniformemente a 0 para k € IN cuando n — oo.
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Se dird que {¢,}nen converge a ¢ en D cuando {¢, — ¢}nen converja a 0 en Dy

sop ¢ C 1.

Definicién 3.1.2 (Distribuciones. Distribuciones regulares.). Se define el espacio

de las distribuciones como
D' ={®: D — C/ ® funcional lineal y continuo}

Aquellas distribuciones de D’ que admiten una representacién integral de la forma

(fr) = - f)p(t)dt, o € D (3.1)
se denominan distribuciones regulares.
Ejemplo 3.1.2. Veamos unos ejemplos aclaratorios.
1. Toda f € Liy(R) define una distribucién regular de la forma dada en (3.1)

2. La distribucién delta de Dirac dada por

<57 90> - (p(O), p€eD

no es regular porque tomando ¢(t) = ¢ (é) se observa que si fuera regular seria

contradictorio el hecho de que (f,p) = %,Va y (fyp) — 0,a — 0

Lema 3.1.2. Dadas f,g € C(R) satisfaciendo que (f,p) = (g,¢),p € D se tiene que
f=y

Definicién 3.1.3 (Convergencia en D'.). Sea {f,}newy C D' una sucesién de distri-
buciones regulares. Se dice que {f,}new converge si la sucesion numérica {(fn, ¥) }nen

converge en sentido ordinario para cada ¢ € D. Definimos el funcional

f:D— € {f,0) = lim (fn, o)

Teorema 3.1.1 (Brodski.). Si {f,}new C D' converge en D', entonces el funcional defi-
nido como antes es una distribucion. Por esta razén D’ es cerrado frente a la convergencia.

o0

Definicién 3.1.4. Laserie Y f, converge en D’ cuando la sucesién de las sumas parciales
n=1

{$n}nen C D' converge en D’

o o
Teorema 3.1.2. Si la serie Z fn converge en D' para f, € D' entonces f = Z faeD

n=1 n=1
Teorema 3.1.3. Sea {f,}new una sucesion de funciones integrables sobre R™ que satis-

facen:
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1oswp [ g < K
neN J|t|<T

2. fn — 0, n — oo uniformemente en cualquier conjunto acotado de la forma

1
O<7T<|t < 3 para T suficientemente pequeno.

3. Para cada T > 0 se tiene que

fa()dt — 1,n — 0
lt|<r

Entonces la sucesion de distribucines requlares definida por la sucesion { fy}new converge

en D' a la distribucién delta de Dirac.

Conviene destacar la diferencia entre convergencia funcional y convergencia distribu-
cional encontrandose ejemplos en los que no existe el limite funcional pero si distribucional

y viceversa o que el limite funcional exista y el distribucional también pero no sea regular.

3.1.4. Operaciones en D’

Definimos las operaciones elementales como sigue:.

Igualdad. Dadas f,g € D’ decimos que f = g en Q%% C R™ cuando
(fo0)={9,0) , VoD : soppCQ

Anulador. Dada f € D’ decimos que f se anula en  C R" cuando f = 0 en Q.

Denotaremos por N(f) al conjunto anulador que es de la forma N(f) = U ;.
Soporte. Definimos el soporte de f € D’ como el conjunto sop f = R™\N(f).

Suma y producto por escalar. Dadas f,g € D' y A € C definimos la suma y el pro-

ducto por escalar como

(f+g9,0) = (fro)+{g9,¢)
(Afoo) = Mf,0)

para cada ¢ € D. Claramente son funcionales lineales continuos por serlo f y g.

Traslacién. Para f € D' y t,7 € R" definimos

(Jt =7),0()) = (F),p(t +7)) , VoD
que se denotard por (T f,¢) = (f,T-p)

Trasposicién. Para f € D’ definimos la trasposicién por Trans f := (f, Top).
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Paridad. Para f € D' decimos que f es par cuando f(t) = f(—t) en D’. Andlogamente,
decimos que f es impar cuando f(—t) = —f(¢t) en D'

Cambio de escala. Para f € D’ definimos la distribucién de f sometida a un cambio de

(f(at), (1)) = < O, <z>>

para cada a € R\{0} y cada ¢ € D.

escala como

Producto de distribuciones. Dada f € D'y ¥ € C*°(R") el producto definido por

(Wf,0) = (f, V)
es lineal y acotado, por tanto ¥ - f € D’

En general, el producto de distribuciones no es distribucién. Para

claramente se tiene que f € L} (R) (por lo que f € DL, ) mientras que f2 = f- f

loc reg

no.

3.1.5. Derivacién en D'.

Dada f € D/, estamos interesados en definir su derivada, (f’, ¢). Haciendo integracién
por partes, como el soporte de ¢ se supone acotado, resulta una expresion que justifica la
definicién que sigue.

Definicién 3.1.5. En las condiciones anteriores definimos la derivada del funcional
f € D' como

(floo)=(f=¢') , peD
que es un funcional lineal y acotado por lo que la operacién derivacién es cerrada en D’

En varias variables supongamos f € D’(R"). Definimos la derivada parcial respecto a

la i-ésima componente como
of dp /
YR = PN ) € D
<6ti S0> <f 6ti> ’

<Dkf, (p> - <f,(—1)‘k|Dkap> k= (k... kp) € N7

o) f
otht ... Othn
puede variar el orden en la derivacién sin que altere el resultado obtenido debido a que las

mientras que

donde |k| = k1 4+ -+ kpn ¥y DFf = Ademsds, en sentido distribucional, se

derivadas se cargan sobre la funcién prueba y en ella se satisface el teorena de Schwartz

de la igualdad de derivadas cruzadas, al ser de clase C'*®
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Ejemplo 3.1.3. Dos ejemplos clasicos.

1. Se comprueba que las derivadas sucesivas de la delta de Dirac vienen dadas por
(.0) = (3,(=176") = (1770, n e N

2. La funcién de Heaviside

0, t<0
Hit)=< 1 | t=
1, t>0
tiene su derivada dada por
<H,7()0> = <H7 _(P/> == ()0(0) = <57 90>

Teorema 3.1.4. Dada una sucesion {fn}new C D' convergente a f € D' entonces

D*f,, — D*f , n— o0

o
Corolario 3.1.1. Supongamos f = Z fn en D', entonces
n=0

D*f = DF fjfn = ij’“fn
n=0 n=0

Observacién 3.1.2. Para apreciar la diferencia entre la derivada funcional y distribucio-
nal veamos en un caso concreto la relacion entre ellas. Supongamos que f es continua y
derivable en R\{a1,...,ay}. Consideremos s; = S(f;a;) el salto de f en a; y supongamos
que s; < 0o , i = 1,...,n. Denotaremos por f’(z) a la derivada distribucional, y por

[f/(x)], a la derivada funcional. Se cumple que
fi@) = (@) + D s -d( —a)
k=1

Ejemplo 3.1.4. Para ilustrar la nota anterior consideremos

—(z+2)?2 , x<-2
f(x) = ?+2 , —2<wx<3
rx—3 , z>3

Su derivada viene dada por f'(x) = [f'(z)] +6-d(z +2) — 11 - §(x — 3) siendo

—2(x+2) , x<-=2
[f'(z)] = 2z , —2<z<3
1 , >3
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En el resto hasta el final del apartado, estamos interesados en definir y caracterizar las

o) =(9,—¢") , ¢ €D,
parece admisible tomarla como definicién de primitiva distribucional

primitivas de distribuciones. Como para g € D', se tiene que (g’

<f(‘1),<p’> =(f,—¢) , pED

pero debemos hacer la restriccion del dominio de aplicacion dado que no toda funcién de

C°° admite primitiva en dicha clase.

Definicién 3.1.6. Se define primitiva de f € D', denotada por f(=1, como
<f(71)7X> = <f7_\Il> y X € K

donde ¥(t) = ffoo X(@)de y K={¥ =¢' |/ ¢ €D}

e e}
Teorema 3.1.5. Sea ¢y € D tal que / wo(t)dt = 1 (obviamente poy ¢ K). Entonces
—00
para cada ¢ € D se tiene que
¢ =Fk-po+x

donde k = / p(t)dt y x € K.

—00

Definicién 3.1.7. Dada f € D', ¢ € D, en virtud del teorema anterior,
@ =g+ k- x para ciertas g € D,x € K

Definimos una primitiva de f como

(F00) =k (F,00) + (F70,5) = k (£, 00) + (£, ~0)

t

donde ¥(t) = / Xx(x)dx y ¢ € D Haciendo las cuentas, si f € D'y fl(fl), f2(71) primitivas
— 0o

en D’ de f obtenemos que

<f1(_1) - fz(_l),cp> =(cp) , p€D
por lo que fl(fl) - f2(71) =cen D

Observacion 3.1.3. Se deduce de la definiciéon anterior que toda distribucién sobre R
tiene infinitas primitivas que vienen dadas como antes y que difieren entre ellas una cons-

tante.
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3.1.6. Producto tensorial de distribuciones. Convolucion

3.1.6.1 Producto tensorial de distribuciones.
Consideremos f € D}y g € D, donde el subindice indica la variable de la que depende
la funcién prueba (pueden ser vectoriales). Estamos interesados en definir un producto

tensorial de distribuciones.

Definicion 3.1.8. En las condiciones de antes se define el producto tensorial de distribu-

ciones como

(ft) @ g(7),0(t, 7)) = (f(t),{g(1),0(t, 7)) ) , ¢ € D,

Teorema 3.1.6. f(t) ® g(7) € Dy, para cada f = f(t) € Dy, g = g(7) € D,.. Admeds, si
el sop f =8y ysop g=Qg, entonces sop f @ g= Qs x (1.

Teorema 3.1.7. El espacio de funciones prueba de la forma

N
{(P(t77-) = qun(t)q)n(T) / v,eDy, &,€D,, ne IN}

n=1

es un conjunto denso en Dy r

e Propiedades del producto tensorial de distribuciones.
En esta seccién se estudiaron las propiedades basicas del producto tensorial de distri-
buciones, a saber: conmutativa y asociativa. Se omiten las demostraciones por ser sencillas

aunque se enuncia un teorema que se usa en ellas ademas de los anteriores.

Teorema 3.1.8. Sean ¢ € D; . y g € D}, entonces se tiene que

[ eteonar= (. [ ote.re)

3.1.6.2 Convolucién de distribuciones.
En lo que sigue estamos interesados en definir una convolucion ademas de estudiar las
condiciones en las que tiene sentido tal definicidn.

Considerando la definicién de convolucion clésica para funciones f,g € C*°(R)

frglt) = / sof (r)g(t — 7)dr

observamos que, pensando en f y g como distribuciones, no se puede generalizar pues no

se garantiza que el producto de distribuciones es una distribucion.

Definicién 3.1.9. Definimos la convolucién de f,g € D’ como

(fxg,0) ={ft)@9(7),0(t+7)) , p€D
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pero existen inconvenientes dado que el sop ¢(t + 7) es no acotado (es una banda,
a<t+ 7 <b) por lo que definimos Q = sop f ® g N sop p(t + 7), que seria acotado
si lo es sop f ® g y consideramos las funciones prueba p(t + T)|U € D’ donde U es cierto
entorno de €.

Teorema 3.1.9. Dadas f,g € D', suponiendo que fxg estd definida como antes, se tiene

que fx g es ena distribucién cuando
1. f o g tienen soporte acotado.
2. f y g tienen soportes acotados por la izquierda, es decir,
M eR : Vet<Ty, f(t)=g(t)=0
que se denota por f,g € Dy,
3. f y g tienen soportes acotados por la derecha, es decir,
I eR : VE>Ty, f(t)=g(t)=0
que se denota por f,g € D}

¢ Propiedades de la convolucién de distribuciones.

Conmutativa. Vf,g € D’
frg=gxf

Linealidad. Vf,g,h € D' y Va,3 € C
fr(ag+pBh)) =afxg+Bf*h

Soporte. sop fxg C Qy+Qy
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3.2. Algebras de Banach.

3.2.1. Algebras de Banach.

Asumirenos, en adelante, que todo espacio vectorial que se considere serd sobre el

cuerpo de los niimeros complejos.

Definicion 3.2.1. Un dlgebra compleja es un espacio vectorial complejo, A, donde esta

definida una multiplicacién que satisface

z-(y-z) = (v-y)-z (3.2)
(x4+y)-z = xz-z2+y-z (3.3)
v (y+z2) = v-ytw-z (3.4)
a-(z-y) = z-(a-y) (3.5)

para elementos =,y € Ay a € C.
Si ademds tenemos una norma definida en A que la convierta en espacio de Banach y
satisfaga que

-yl = ]l - [lyll

entonces se dice que A es algebra de Banach, que serd conmutativa si la multiplicacién lo
es. Cuando existe un elemento ¢ € A tal que e-x = x = x - e para cada = € A, el dlgebra

es unitaria con elemento neutro e.

Ejemplo 3.2.1. Algunas dlgebras de Banach clésicas se enuncian a continuacién:

A). C es un élgebra de Banach unitaria y conmutativa compleja donde la norma viene
dada por |z| = vV Re?z + Im?z y el producto es el producto usual complejo.

B). Para K compacto y Haussdorff el conjunto C'(K) ={f: K — C / f continua } es
un algebra de Banach compleja unitaria conmutativa con la norma y el producto

como siguen

1£1loc sup{[f(2)] / z € K}
(f-9)@) = [flx)-g(x), veK

C). El espacio de Banach L'(R") es un 4lgebra de Banach compleja unitaria y conmu-
tativa con la convoluciéon como producto.
3.2.2. Teoria espectral en Algebras de Banach

En lo que sigue , salvo mencion expresa, cuando se considere un dlgebra conmutativa

A se supondré unitaria. Denotaremos por G al conjunto de elmentos inversibles de A.
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Definicién 3.2.2. Dado x € A, definimos el espectro de = por
olz)={ e C/xz— A gG}

Teorema 3.2.1. Siz € A tal que ||z|]| < 1 entonces e +x € G y ademds

oo
(c+a) = S (-1
n=0
- el
le+2)t—e+z| <
1— [

Teorema 3.2.2. Siz € G tal que ||z~ <L yh e A con|h] =B < a entonces
1. z+heG
ﬁQ
a?(a—f)

Corolario 3.2.1. G es un abierto de A y la aplicacion “elemento inverso” dada por

2. |[(z+ h)_1 —z 4 m_lhm_lH <

®: G— G, ®(x) =27 es un homeomorfismo deferenciable de G con diferencial dada

por el operador lineal
ARy =—z"' h-z

Corolario 3.2.2. Para todo x € A se satisface que o(x) es compacto y no vacio, tal que
Al <]l , Vo € ()
Teorema 3.2.3. Sea ®: X — C un funcional lineal acotado en A y consideremos x € A.
Si definimos

fF) =2z =)™, A¢o()
entonces f es holomorfa en o(z)¢ y )\h’m f(A) =0

—00

Teorema 3.2.4 (Gelfand-Mazur). Si A es un dlgebra de Banach unitaria satisfaciendo

que A\{0} = G entonces A es isométricamente isomorfo a C.

Definicién 3.2.3. Dado z € A, llamamos radio espectral de x al radio del menor disco

centrado en el origen que contenga a o(x).
p(x) = sup{|Al / A € o(x)}
Como o(z) es compacto podemos tomar méximo en lugar de supremo.
Teorema 3.2.5. Para cada x € A se satisface que
1
px) = lm |lz]=
n—oo

1
Observacion 3.2.1. La cantidad lim ||z||= es topoldgica pero sirve para cuantificar ele-
n—oo
mentos propios de la estructura de espacios de Banach a partir de los espectros puntuales.
Una propiedad importante es que si A es subdlgebra de B entonces se tiene que

oa(z) C op(z)
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3.2.3. Ideales y homomorfismos.

Es este apartado estudiaremos las propiedades de los ideales y homomorfisomos de las

algebras de Banach. Cosideremos A un élgebra de Banach unitaria y conmutativa.
Definicion 3.2.4. Dado I C A decimos que es un tdeal cuando

1. I < A (I es subespacio vectorial de A).

2. Yee A, Vyel = =xz-yel

Ademas decimos que I es maximal cuando todo ideal J que verifique que I C J entonces
J = A. El conjunto de los ideales que no son el total y el vacio se denominan ideales

Ppropios.

Definiciéon 3.2.5. Consideremos A y B dos dlgebras complejas y sea ¢: A — A una

aplicacién. Decimos que ¢ es un homomorfismo cuando
1. ¢ es lineal.
2. plz-y) =) e(y)

Teorema 3.2.6. Si A es un dlgebra conmutativa y unitaria, entonces todo ideal propio
de A estd contenido en un ideal maximal. Ademds si A es de Banach, entonces todo ideal

mazximal es cerrado.
Definicién 3.2.6. Dado [ subespacio vectorial de A definimos la r.b.e.
r~y<<=zc—ycl

La clase de x € A viene dada por ¢(x) = = + I con ¢: A — A/I aplicacién lineal y

sobreyectiva que se denomina proyencciéon donde

AT ={p(x) [ = € A}

es el conjunto cociente que es espacio vectorial con las operaciones

plx+y) = o) +e(y)
pA-z) = A o)

que no dependen del representante elegido. Si ademéas A es dlgebra conmutativa e I es

ideal propio A, entonces se sigue que A/I es dlgebra conmutativa con el producto

oz -y) = @) - o(y)

En este caso ¢ es homomorfismo de dlgebras donde I = Kerg = ¢(0)
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Observacion 3.2.2. Si A es unitaria con elemento neutro e entonces ¢(e) es el neutro de

A/l
Teorema 3.2.7. A/I es cuerpo <= I es maximal.

Teorema 3.2.8. Consideremos A dlgebra de Banach y J un subespacio vectorial cerrado
de A. Definimos

lp@)|| = infillz+yll /y e J}

que dota al cociente A/J de la estructura de dlgebra de Banach.

Definicién 3.2.7. Denotaremos por M al conjunto de homomorfismos complejos h: A — C

no nulos de un algebra dada A.
Teorema 3.2.9. Se tienen las siguientes propiedades:
1. Cada ideal mazimal de A es el nicleo de un elemento de M.
2. Ae€o(x) <= h(x)= X para cierto h € M
3. ve€G <= h(x)#0,Yh e M.
4. h(z)€o(z), Yo e A,Vh e M

5. |h(@)] < p(x) < o], Yo € AYh e M

3.2.4. Aplicaciones.

Una primera aplicacion de las ideas expuestas hasta ahora es la prueba del siguiente

teorema

Teorema 3.2.10. Supongamos que f1,..., fn € A(A) donde A(A) = C(A)NO(A) siendo

A el disco unidad tales que
112+ ...+ fu(2)] > 0,2 € A

Entonces ezisten g1, ...,g9n, € A(A) tales que

Otra aplicacion viene dada por los siguientes teoremas, consideramos

A:{feca—w,ﬂ)/f(—n) 1 Wf(e“’)ei"@dﬂzo}

T on o

subélgebra maximal de C([—7, 7))
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Teorema 3.2.11. Sea g € C([—7,w|)\A, es decir, existe n € N tal que g(—n) # 0.

Entonces para cada f € C([—m,7]) y cada € > 0 ezisten polinomios

(n)
P, (") = Z agn €  n=0,... N
k=0

tales que
N

P =37 Pae?) - g"(e)| < ¢

n=0
Teorema 3.2.12 (Wiener). Supongamos que

o

oo
f(e?) = Z cne™ Z len| < o0

n=—oo n=—oo

y que la funcion real f(e™) no tiene ceros. Entonces se tiene que

o0

1 > ,
f(eie) = Z Vnelne 5 Z h/n’ < o0

n=—oo n=—oo

3.2.5. Transformada de Gelfand.

En esta seccién asumiremos que A es un algebra de Banach unitaria conmutativa.

Definiciéon 3.2.8. Consideremos M el conjunto de los homomorfismos complejos en A
que se denomina usualmente espacio de ideales maximales de A debido al teorema (3.2.9).

La funcién compleja, para cada x € A
Z(h) =h(z) , he M

se denomina transformada de Gelfand de x.

Consideremos sobre M la topologia que hace continua a la familia de funciones
A={7 : 2 A}
por lo que para dicha topologia, claramente, Acc (M)

Definicién 3.2.9. Se llama radical de A a la interseccién de todos los ideales maximales

de A y se denota por radA. Cuando radA = {0} se dice que A es semisimple.
Teorema 3.2.13. Sea M el espacio de ideales mazimales da A. Entonces
1. M es espacio topologico compacto y Haussdorff.

2. La transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en una subdlgebra de AcC

C(M). Ademdas dicha transformacion es un isomorfismo si y solo si A es semisimple.
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3. Se tiene que Vx € A | Imx = o(x). Ademds si

pu— > 00 = 4 > h
pa) = [Tlloo = max [Z(h)]

entonces

x €radA < p(x) =0

Teorema 3.2.14. Sea V: A — B homomorfismo entre dlgebras de Banach conmutativas

donde A es semisimple. Entonces ¥ es continua.

Corolario 3.2.3. Todo isomorfismo entre dlgebras de Banach semisimples es homeomor-

fismo.

Lema 3.2.1. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y conmutativa y consideremos las

cantidades )
[l

o 7)o
_ — , s= inf
weA\{0} ||z]2 zeA\{0} [z

Entonces s2 <r < s.

Teorema 3.2.15. La transformacion de Gelfand es una isometria de A en A si y solo si
r =1, es decir, ||22|| = ||z||? , © € A. Si ademds A es semisimple entonces A cerrada si y

solo si existe k < oo tal que ||z||*> < k-|z?| , = € A.
Ejemplo 3.2.2. Algunos ejemplos interesantes vienen dados por

1. Sea K un compacto Haussdorff y consideremos C(K) el espacio de las funciones
continuas definidas sobre K. Se tiene que C'(K) es dlgebra de Banach conmutativa

con la norma || - [[oc. Ademds Mg gy = K.

2. Todo algebra de Banach conmutativa finitamente generada se puede identificar como

limite uniforme de los polinomios en K = ¢(M 4) C C" donde

¢: Mg — C", ¢(h) = (Z1(h),...,Zn(h))
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Capitulo 4

Teoria de aproximacion.

Este curso, dividido en dos partes, aborda en su primera parte el estudio de la existencia
y unicidad de interpolantes, y en su segunda parte, el estudio de la interpolacién con los
aproximantes de Padé y tipo Padé unipuntuales asi como la convergencia y tres teoremas

clasicos relacionados.

El programa del curso se detalla a continuacién:
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4.1. Interpolacién racional. Existencia y unicidad de interpolantes.

4.1.1. Interpolacién y esquemas de interpolacién.
4.1.2. Interpolacién polinémica.

4.1.3. Interpolacién de Cauchy-Jacobi.

4.1.4. Aproximantes de Padé multipuntuales.
4.1.5. Defectos de interpolacion.

4.1.6. Aproximacién racional con polos prefijados.
4.2. Aproximantes de Padé y Tipo-Padé unipuntuales.

4.2.1. Aproximaciones de Padé multipuntuales.
4.2.2. Propiedades algebraicas.

4.2.3. Relacién con algunos métodos numéricos. El método de 62
de Aitken. El e-algoritmo y el p-algoritmo. El problema de la
raiz y el QD algoritmo.

4.2.4. Relacién con las fracciones continuas.
4.3. Convergencia de los interpolantes racionales. Tres teoremas
clasicos.
4.3.1. Teorema de Montessius de Ballore (1902)
4.3.2. Teorema de Markov (1894)
4.3.3. Teorema de Stieltjes (1895)
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4.1. Interpolacién racional. Existencia y unicidad de inter-

polantes.

4.1.1. Interpolacién y esquemas de interpolacion.

A lo largo de este apartado abordaremos el problema de la interpolaciéon racional
tratando la existencia y la unicidad de los interpolantes exponiendo un articulo del aleman
H. Stahl.

En todo el problema de interpolacién se parte de una tabla triangular de nodos del
plano complejo extendido, C = C U {oc}, permitiéndose la aparicién de nodos repetidos.

(
a1

a1 G232

aszl as2 ass

Gn1 Ap2 an3 - Gpnp
Consideremos para n € IN
An) ={an1, an2, ..., ann} C{al,...,an} = S(A)
m puntos distintos com multiplicidades m1,mo, ..., m,, respectivamente en A(n) satisfa-

m
ciendo que Z mE =n

k=1
Consideraremos, en lo sucesivo, la siguiente notacion:

S(A) = “soporte de A (ptos distintos)” C C

11, = {apm- 2"+ -+a1-z+ay / a; € C}

My = {g / Pcll,,Qcll,}

Z(P) = “conjunto de ceros de P con todas sus multiplicidades”
F(A) = “funciones definidas en A suficientemente regulares”
P(A;z) = “dnico polinomio cuyos ceros son ANC”

Observacién 4.1.1. [Normalizacién en II,,] Dado p,, € II,, si consideramos su facto-
rizacién

pn(z)=a-(z—a1) ... (2 —an)
observamos que cuando sus ceros tienden a infinito el polinomio es no acotado. Sin embar-
go, se puede definir una factorizacion, no para todos los polinomios de II,,, que permite

en tales circunstancias que el polinomio permanezca acotado. Viene dada por

p(z)= [ Hze

£€Z(pn)
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donde H(z;&) se denomina factor lineal standard y se define mediante

z=¢ ¢l <1
H(z&) = % l€>1
1 =

Denotaremos por P,, al conjunto de polinomios de II,, que se pueden expresar mediante

la factorizacién anterior. Claramente se observa que
p=lePn , p=0¢P,
y ademds un polinomio de P,, serd ménico cuando todas sus raices estén en el disco unidad.

Definicién 4.1.1. Consideremos para cierto n € IN
A=An)={a,...,ap} CC

un conjunto de puntos no necesariamente distintos. Decimos que g € F(A) interpola a
f € F(A) en el conjunto A si existe h = h(z) definida y acotada en un entorno de S(A)
tal que

f(2) = g(2) = P(4;2) - h(2)

Observacion 4.1.2. Podemos permitir que a; = oo para algun a;. En tal caso haremos

el cambio de variable

para cierto £ &€ A.

Observacién 4.1.3. Dado ¢ € Cy A C C, el tinico polinomio que tiene sus ceros, Z(P),

en el conjunto A N € viene dado por

Pihis) = 7 <(;452>)

donde I, ¢ = {P:(A;2) / P e1l,} = {p(%) / p€ll,} (andlogamente con Py ¢).

z—

De las definiciones anteriores se desprende que Il,, oo =1L, , Pp e = P,

Definicién 4.1.2. Consideremos para cierto n € IN
A= A(n)={a,...,a,} CC

un conjunto de puntos no necesariamente distintos. Decimos que g € F(A) interpola a
f € F(A) en el conjunto A si existe h = h(z) definida y acotada en un entorno de S(A)
tal que

1)~ 9(2) = Pe(A:2) - h(2)

para cierto £ € C\S(A).
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Observacién 4.1.4. Elecciones mas usuales de &
1. & =00 cuando co ¢ S(A).
2. {=0cuandooo € S(A)y0¢S(A).

3. &€ C\{0} cuando 0,00 € S(A).

4.1.2. Interpolacién polinémica.

En este apartado expondremos los problemas clasicos de interpolacién esbozando la

forma que adopta la solucién en cada caso.

Teorema 4.1.1 (Interpolacién de Lagrange). Dados A = {ay,...,a,} C C conjunto
de nodos distintos y f una funcion definida en A.

El problema de Lagrange consiste en encontrar p € I1,, de modo que

fla;) =pla;) , i=0,...,n

que admite solucion unica dada por:

Pa(2) = Zf(al) “Li(z) , Li(xz) = H x'— @i

=0 a; — aj
i
Teorema 4.1.2 (Interpolacién de Hermite). Dados A = {ay,...,a,} C C conjunto
de m puntos distintos com multiplicidades m1,mao, ..., my,, respectivamente satisfaciendo

que Y ptymp =n+1 y sea f una funcion definida en A con derivadas de orden m; — 1

en cada a;.

El problema de Hermite consiste en encontrar p € I, 11 de modo que
9 (a;) = pW(a;) para cadai=1,....m , j=0,...,m; —1

que admite solucion unica. Viene dada por:

m m;—1 m;—1
L(2) =YY Lij(2)- f9a) , Lij(z) =) iy Pir(2)
i=1 j=0 k=0

donde By, - Cp, = I siendo

mg—1 : mg—1
Cr= ()" Bi= (PO
1,7=0 ’ ,j=0

para Pyi(2) = (2 —ag)' - P(Aj;2) con A; el conjunto de todos los nodos incluyendo las
multiplicidades salvo los a;.
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Teorema 4.1.3 (Interpolacién de Newton). Dados xg,...,z, € R nodos distintos y
f una funcion definida en ellos.

El problema de interpolacion de Newton consiste en encontrar p € 11,11 de modo que

f(zi) =ppt1(xy) , i=0,...,n

que admite solucion unica y viene dado por

Pni1(z) = f(zo) + flxo,z1] - (x—xo) + -+ flxo, ... zn] - (. — o) - (x—21) ... (T — Xp—1)

donde

flz1, - xn] = flxo, .-y Tn_1]

f[x()a---vl'n]: , f[wa%'l]:M

Ty — X0 xr1 — Xo

son las diferencias divididas de Newton de orden n y de orden 1 respectivamente.

Teorema 4.1.4 (Interpolacién de Taylor). Dado a € R y f una funcion con derivada
de orden n definida en a.

El problema de interpolacion de Taylor consiste en encontrar p € Il,, de modo que
f®a)=pW(a), k=0,...,n

que admite solucion unica y viene dado por:

() (g
/ ()(x_a)n

pu() = fla) + f(a) - (z —a) + -+ =

4.1.3. Interpolacién de Cauchy-Jacobi.

Consideremos una funcién racional de la forma
Q- 2"+ ...+ a1 2+ qq
r(z) =
Bm-zm~+ ...+ B2+ B

Para determinarla completamente es necesario imponer m + n + 1 condiciones debido

€ Illyn

a que un grado de libertad se pierde en el cociente (basta con dividir numerador y deno-
minador, por ejemplo, por el coeficiente director del uno de ellos y hacerlo moénico para

observarlo).

Definicién 4.1.3 (Interpolante de Cauchy-Jacobi). Una funcién racional r € II,, ,,
es interpolante de Cauchy-Jacobi de f € F(A) cuando interpola a f € F(A) en A.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos A = {aj,az,a3} conjunto de puntos distintos de forma
que f(a1) = f(a2) # f(as). (Existird r € II;; interpolante de Cauchy-Jacobi de f? La
respuesta es negativa debido a que las funciones racionales de IIy ;
a-z+f
r(z) = ——
Yy-z+9
son transformaciones de Moébius, que son inyectivas, con lo cual no pueden satisfacer las

condiciones pedidas.
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Teorema 4.1.5. Sean Ry, Ry € 11, ,, que interpolan a f € F(A) en A ={a1,...,@min+1}-

Entonces
1) Si A C C, se tiene que Ry = Rs.
1) Si ANC # O, se necesita que m > n para que R; = Rs.
Denotaremos por
ne = {g / Pelly,e Qe Pn,g}
donde IT,, ¢ = {P (z_iﬁ) / Pe Hm}.
Observacién 4.1.5. 1. 1L, ;.0 =1y,
2. Mype=Tnn,, ¥,neC
3. Iyne=Uyn, N=max(m,n)

Lema4.1.1. Sea A = {a1,...,amins1} C Cy consideremos & € C\S(A). Si Ry, Ry € e
interpolan a f € F(A) entonces Ry = Rs.

Veamos como se manifiesta en un ejemplo practico.

Ejemplo 4.1.2. Consideremos A = {0,0} y f(z) =14 z € F(A), como 0 es de multipli-
cidad 2 impondremos a los interpolantes las condiciones f(0) = R;(0) y f'(0) = R}(0).

1. Considerando interpolantes de IIy g1

1
a1 ;07 Hao -1
Ri(z) = —11 = Ri(z) =

2. Considerando interpolantes de Iy o 1

1
a1+ 37 tap 1

Ri(z) = 1

3. Considerando interpolantes de Ilg ;1

1 1

o5+ o 2+ L

Rl(z) =

4. Considerando interpolantes de IIp 1 1

1 1

Ri(z) = —————
Qi 371t Qo 1
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4.1.4. Aproximantes de Padé multipuntuales.

Como punto de partida estamos interesados en resolver el problema
P

1) = 5 = Pe(4;2) - h(z) (4.1)
donde g(z) = (ZL_E) para cierta f € F(A) que se conoce como problema de interpo-

lacion fuerte.

Q)

Linealizando el problema resulta

Q(2) - f(2) = P(2) = Pe(4;2) - Q(2) - h(2) (4.2)
que se conoce como problema débil de interpolacion.

Lema 4.1.2 (Solucién del problema débil de interpolacién). Consideremos
A={a1,...,amint1} CC, f€F(A) y& e C\S(A).
Ezisten polinomios Py n € Iy ¢ Y Qmpn € Pre tales que
Qmn(2) - f(2) = Pmn(2) = Pe(A; 2) - Qmn(2) - h(2)
donde h(z) estd definida y acotada en un entorno de S(A).
Ademds la funcion racional

estd univocamente determinada y si m = n entonces R, , es independiente de la eleccion
de &.
Definicién 4.1.4 (Aproximante de Padé multipuntual). En las condiciones anterio-

res, a la funcion Ry, ,,(f; A;&; 2) se le denomina aproximante de Padé multipuntual (APM)
de f

Observacion 4.1.6 (Situaciones particulares). 1) Consideremos A = A(m + n +

1) ={a1,...,amint1}, § =00y sea

flz) = Zci 2t
i=0

no necesariamente analitica pudiendo ser una serie formal que sélo converge en el

origen.

El aproximante de Padé cldsico se denota por [Z] f (2).

11) Consideremos A= A(m+n+1)={a1,...,amin+1}, £ =0y sea

f(z):ch-- ‘

=0

N

en las mismas condiciones que antes.

El aproximante de Padé clésico se denota por [Z] f ).
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4.1.5. Defecto de interpolacién.

Una vez obtenidas las soluciones a la ecuacién (4.2) dadas en el lema (4.1.2), definimos
la funcién racional, R = g, que interpola a f € F(A) en A. Si @ se anula en algin punto de
A puede surgir lo que se conoce como defecto de interpolacién, lo que justifica la eleccién
del nombre de “aproximante”, y que se aborda en este apartado.

Sea f € F(A)y Run(f, A& 2) = Ryn(z). Consideremos

e(A)={Pelle /keN A P(z) #0, z€ C\S(A)}
Llamamos FPy(z) € II¢(A) al polinomio de mayor grado que satisface que
f(2) = Rin(2) = Po(2) - h(2)

para cierta h = (z) definida y acotada en un entorno de S(A). El orden de contacto de f

y Rpmn €s 0P, es decir,
f(2) = Rpn(2) = 0(297°) | 2 —0

Definicién 4.1.5. En las condiciones anteriores para a € S(A) definimos el orden de

defecto de interpolacion de R,,, a f en dicho punto como
d(a) = card(A(3\Z(F))
El orden de defecto total de R,,, a f viene dado por
d = card(A\Z(Fy))
mientras que el orden del defecto de normalidad es la cantidad
do = card(AAZ(P))

donde A representa la diferencia simétrica de conjuntos.
Cuando dy = 0 se dice que se trata de una interpolacion normal. Sin embargo, en

caso de defecto de interpolacién se tiene que dy = d
Lema 4.1.3. Si Qun(a) #0, Va € S(A), entonces

Rm,n(f,A,g; Z) — 57:1777;((2))

interpola o f en A. Esto es, los problemas de interpolacion débil y fuerte son equivalentes.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos A = {—1,0,1}. Las soluciones del problema débil para
fi(z) = z vienen dadas por pi(z) = q1(z) = z que definen el APM R;(z) = 1 que no
interpola a f en A. Sin embargo para la funcién fo(z) = 1+ 2 — 23, las soluciones del debil

resultan ser independientes de ¢ definiendo un aproximante que interpla a f en A.
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4.1.6. Interpolacién racional con polos prefijados.

Para resolver el problema de interpolacion fuerte con los nodos A prefijados resolvemos

el problema débil en las condiciones de que m = n.

Lema 4.1.4. Consideremos A, y B dos conjuntos de n+1 y n puntos no necesariamente
distintos cuyos soportes sean disjuntos y sea f € A. Fxiste una unica funcion racional

R, (z) = Run(f, A, B;z) que interpola a f en A y que tiene todos sus polos en B.

Definicién 4.1.6. A la funcién racional que se define univocamente en el lema anterior

denotada por R,(z) se le denomina aproxzimante tipo Padé Multipuntual (ATPM)

4.2. Aproximantes de Padé y tipo Padé unipuntuales

Consideremos el problema de interpolacién fuerte con los nodos A(m +n + 1) =
P (2)
Qn(2)

{0,...,0} cuya solucién venga dada por Ry, ,(z) = en las condiciones dadas por

lema (4.1.3), para cierta f = ch- -2 € F(A).

i=0
El problema de interpolacién fuerte segiin Baker es
P,
f(z) - Q—m(Z) = o(z™*t" ) (4.3)
n
mientras que el débil
F(2) - Qu(2) = Pn(2) = oz (4.4)

4.2.1. Construccion del aproximante.

Asumiremos las condiciones del lema (4.1.3), es decir, exigimos que Q(0) = by # 0
para garantizar la equivalencia de problemas (4.3) y (4.4), construyendo el interpolante
en estas circunstancias.

Consideremos los polinomios
P, (%) :Zai-zl . Qn(2) :Zbi-zz
i=0 i=0

Sabemos que m > n y que @,(0) # 0. Planteando el problema débil y agrupando conve-

nientemente obtenemos

(o) k m
Z < b; - Ck—i) - Zak 2P = o(z™ ) siendo b; =0, i > n
0 k=0

k=0 \i=

que resulta en las condiciones

k
Zbi-ck,i:ak,k:O,...,m (4.5)
1=0
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k
Zbi-ck_i:0,k:m+1,...,m+n (4.6)
i=0
denominadas Fcuactones de Padé.

El sistema de ecuaciones de (4.6) tiene n + 1 incégnitas b,

.., by ¥y n ecuaciones por
lo que depende de un pardmetro (el grado de libertad que permite un cociente), by, en
virtud de que

Cm 0 Cm—n+1
Cmm=| 1 i | =Qul0) £0 (4.7)
Cm+n—1 Cm
que es el determinante del sistema que resulta al tomar by como parametro. Por otra parte,
el resto de ecuaciones de (4.5) determina las n + 1 incégnitas ao, ..., a,
Las soluciones quedan de la forma
Cm+1 Cm—n+1
Cm+1 Cm—n+1
Qn(z) = , Crmtn e Cm = Pp(2) (4.8)
Cm4n Cm m m—n
1 .. Zn ZCZ-ZZ DY ZCZ‘ZZ+n
=0 =0
y que se tomaran como definicién de aqui en adelante.

Dada una solucién al problema fuerte da Baker, R,, , = %m, si B, (0) # 0 se define el
AP por []; = ’g—’: que satisface que

_ P(?) _ Ba(2)

estando, la existencia de solucién, condicionada por la relaciéon dada por ¢(m/n)

Teorema 4.2.1 (Jacobi, 1846). Si c(m/n) = Q,(0) # 0 entonces |

_ Pm(2)
= Qn(z)
La tabla de Padé no es mas que una tabla de doble entrada en la que se escriben los
aproximantes de Padé en forma de serie de potencias.

‘ 0 m
0 m
0[5l [T]
n | [n] ]
cuyo estudio se facilita mediante el estudio de los bloques de ceros de la c-tabla
0 m
0| ¢(0/0)

c¢(m/0)
c(0/1) -+ ¢(m/1)

n | c¢(0/n) c(m/n)
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que se corresponden con bloques de ceros en la tabla de Padé en ciertas condiciones. El
numero de aproximantes a calcular se ve reducido debido a que, en la c-tabla, un tnico
cero siempre estd rodeado de nimeros no nulos y que una columna de r ceros forma parte
siempre de un bloque, al menos lado r. El cdlculo de la c-tabla se reduce al uso de ciertas

propiedades de recurrencia de los c¢;,
1) ¢(m/0) =1
1) ¢(m/1) = ¢,
m) ¢(0/n) = (~1)" e

V) e(m/n +1) = m=tmkelmilin—com/n)

Teorema 4.2.2 (Teorema de Padé.). Si ¢(m/n) # 0 entonces las entradas en la tabla

de Padé estin determinadas de forma tinica por []; = %—’: = %.

A cada bloque v x r de la c-tabla corresponde un (r+1) x (r + 1) blogue en la tabla de
Padé para el que

U (M) £0
1) cA+i/u)#0,i=1,...,r
ur) ¢ AN pu+3)#0, j=1,...,r
W) cA+i/p+4)#0,4,5=1,...,r
Un AP, [], existe en este bloque y se tiene que
-]
n M

cuando se satisface que m +n < A+ p+r, no existiendo en caso contrario.

4.2.2. Meétodos de aceleracion de la convergencia de sucesiones.

Sea {ap}nenw una sucesién convergente a a. Nos proponemos definir una sucesién

{an }new convergente a a que satisfaga que

an — a

Iim =0

n—oo Gy — a

Teorema 4.2.3 (Teorema del A? de Aitken.). Si

an — a

lim = M = cte

n—=00 py1 — a
entonces tenemos las condiciones de antes para la sucesion

—~ (Aanfl)2
ay, = Gy — Ao,
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Observacién 4.2.1. El incoveniente del método de Aitken es que si uno trata de aplicarlo
una segunda vez, los errores de redondeo se convierten en significativos y deja de funcionar

la aceleraciéon de la convergencia.

El resto de algoritmos de aceleracién de la convergencia de sucesiones se mostraron
como aplicacion de lo estudiado durante el curso de doctorado, no enunciandose debido a

su extension.

4.3. Convergencia de interpolantes. Tres teoremas clasicos.

En este apartado se estudian los problemas de convergencia que aparecen en la toeria
de interpolacién racional (aproximantes de Padé)

Recordemos que la tabla de Padé era

0 1
08 [§) [3]
119 [ 3

5l 3] 3]

N

Las sucesiones mas estudiadas son

Filas, dadas por {%}mg]N y relacionadas con las funciones meromorfas del plano complejo

con un numero fijo y finito de polos.

Diagonales, dadas por {7*},en y relacionadas con las funciones singulares del plano

complejo.

P e

Paradiagonales, dadas por {

El teorema de Montessius de Ballore aborda el estudio de la convergencia de las filas
mientras que los teoremas de Markov y de Stieltjes, la convergencia de las diagonales.

En el estudio de una sucesiéon de aproximantes de Padé, se pondra atencién a las
condiciones para que exista convergencia puntual y/o uniforme y en tal caso, con los
objetivos de que reproduzca a la funcién fuera del dominio de convergencia de la serie y

que acelere la convergencia dentro del mismo.

4.3.1. Teorema de Montessius de Ballore, 1902

Estudiamos la convergencia por filas.
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Teorema 4.3.1 (Montessius). Consideremos f una funcion holomorfa en un entorno
del origen y meromorfa en un disco Agr = {z € C / |z| < R} con n polos, z1,...,zn

contando multiplicidades en dicho disco. Sea la sucesion

2] =222 ey
f

dm.n

CON P € Hm Y Qmn € Hn; entonces:

1) Los ceros de los denominadores {qmntmenN, converjen a los polos de f, (z1,...,2n)

de forma que cada polo “atrae” tantos ceros como indica su multiplicidad.

11) La sucesion [2] . converge uniformemente sobre compactos de Dy = Dp\{z1,...,2n}

f

Lema 4.3.1 (Expresion del error). En las circunstancias de antes,

(7-222) (= (2 [ L,

dm.n B 2ms - Qm,n(z) : Q(Z) =r mernJrl(m - Z)

4.3.2. Teorema de Markov, 1894

Aqui se aborda el estudio de la convergencia de las diagonales y cuya aplicaciéon mas

directa es en las funciones de Markov.

Definicién 4.3.1 (Funcién de Markov). Una funcién f = f(z) es de Markov cuando
se puede expresar como transformada de Cauchy de cierta medida de Borel positiva con
du(z
soporte compacto en R, es decir, f(z) = / M
z—x
Observacién 4.3.1. Conviene anotar que toda funcién de Markov es holomorfa en C\[a, b]
si sop p C [a, b] por lo que tiene sentido considerar los AP|,— de las funciones de Markov,

en particular, los de la forma {[%] f}me]N va el orden del infinito como cero es al menos
1.

Teorema 4.3.2 (Markov). Dada una funcién de Markov, f. La sucesion rp, = ["=1] =

m
’% de interpolantes de f converge uniformemente a f cuando n — oo en subconjuntos
compactos de C\[a, b].

Observacion 4.3.2. Se puede comprobar que, en las condiciones anteriores, ¢, es el

m~ésimo polinomio ortogonal respecto a la medida u, es decir,

n L1y con < g.h >, [ g(o)ha)duta)

y que g, tiene m ceros simples en (a,b).
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Ademas para [a,b] = [—1,1], si du(x) = w(x)dz y tomamos
z+1
w1:17 fl(z):logz_l
1 1

V221

obtenemos como ¢,, el m-ésimo polinomio de Legendre, Tchebyshev de 1¢, Tchebyshev de

2% y Jacobi(a, 3) respectivamente.
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Capitulo 5
Optimizacion Poliédrica.

Este curso aborda el estudio de la programacién lineal entera para problemas de op-
timizacién lineales haciendo un andlisis de las diferentes técnicas para la obtencion de
soluciones enteras en un problema de estas caracteristicas, que resultan ser: unimodulari-
dad, cortes de Gomory, cortes de Chvatal, ramificacién y acotacién (branch & bound) y
por tdltimo ramificacién y corte (branch & cut). Se realiza a su vez un breve resumen de
los resultados necesarios de la programacién lineal a lo largo de la primera seccion.

El programa del curso se detalla a continuacién:

5.1. Rudimentos de la programacién lineal.

5.1.1. Anilisis convexo. Poliedros.
5.1.2. Algoritmo del simplex.
5.1.3. Dualidad.

5.1.4. Anélisis de sensitividad.
5.2. Programacién lineal entera.

5.2.1. Unimodularidad.
5.2.2. Cortes.

5.2.3. Ramificacién.
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5.1. Rudimentos de la programacion lineal.

5.1.1. Analisis convexo. Poliedros.

Consideremos (R",+,-) un espacio vectorial sobre R y sea S = {z1,..., 2} C R™
Definimos por

combinacién lineal en S a un punto xz € R™ obtenido mediante

k
=3 N-x;, MER, x; € Sparai=1,...,k
i=1

combinacién afin en S a cualquier combinacién lineal de S verificando que

k
>Ai=1
i=1
combinacién cénica en S a cualquier combinacién lineal de S satisfaciendo que
AN>0,1i=1,...,k

combinacién convexa en S a cualquier combinacién afin y cénica de S, es decir
k k
=Y Nz, MERT, ;€ Sparai=1,....ky Y.\ =1
i=1 i=1

Diremos que S es subespacio lineal, afin, cénico o convexo cuando sea cerrado para
tales combinaciones, es decir, una combinacién lineal, afin, cénica o convexa de puntos
de S vuelva a ser un punto de S. Enunciamos algunas propiedades interesantes de tales

espacios.

= Un subespacio lineal contiene a toda recta que contenga al origen y a uno de sus

puntos.
= Un subespacio afin contiene a toda recta que contenga a dos de sus puntos.

= Un subespacio cénico o cono contiene a toda semirrecta que comience en el origen y

contenga a uno de sus puntos.

= Un subespacio convexo o convexo contiene al segmento de recta que contenga a dos

de sus puntos.

Recordemos que H C R™ es un hiperplano si existen o € R"™, 3 € R satisfaciendo que
H={zeR" /ax =0}
Todo hiperplano define dos semiespacios,

H ={zeR"/ax<pB} , H ' ={ze€R"/ax>p3}
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Definicién 5.1.1 (Punto extremo). Sea S C R" y 2y € S. Decimos que z( es punto

extremo de S cuando
V.%'l,l'g S S, VA€ (0, 1) Txg = Axr1 + (1 — )\)1'2 — I1 = T2

Definicién 5.1.2 (Rayo. Linea. Direccién). Sea xg,d € R". Se define como rayo de
direccién d al conjunto R = {zg+ Ad / A € RT} y como lénea de direccién d al conjunto
L={xzg+ A/ e R}

Dado S C R”, decimos que d € R" es una direccion de S cuando éste contiene a la

linea que define la direccién d para cierto zg € S. Anédlogamente se define rayo de S.

Definicién 5.1.3 (Rayo extremo. Direccién extrema). Dado S C R" y d € R™ una

direccién de S, decimos que d es direccion extrema de S cuando
Vdy,dy direcciones de S, VA1, o € RT :d = A\idy + XAody = Fu e R : dy = pudy

Un rayo de S se dird extremo cuando la direccién que lo define sea extrema en S.

El conjunto de las direcciones de S viene dado por
D={deR" /{xzo+Ad / A€ R} C S para cierto z¢ € S}

que se normaliza mediante

D*={de D/ |dl =1}
Enunciamos una caracterizacion de las direcciones extremas de un conjunto.
Proposicion 5.1.1. d es direccion extrema de S <= d es punto extremo de D*

Recordamos que una funcién f: S — R para cierto S C R" se dice convexa en S

cuando
Vay,xg € S, VA€ [0,1] , f(Az1 4+ (1 — N)aa) < Af(z1) + (1 = N) f(x2)

Proposicién 5.1.2. Si f: S — R es conveza para S convezo, entonces S, ={x € S / f(z) < k}
es un conjunto convexo. Ademds si xy es minimo local de f en S, entonces xy es minimo
global de S.

Definicién 5.1.4 (Poliedro. Politopo. Cono poliédrico). Un poliedro es una inter-

seccion de un numero finito de semiespacios, por lo que
JAe My, IbeR™ : P={zecR"/ Az < b}

Un politopo es un poliedro acotado.
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Un cono poliédrico es la interseccién de un nimero finito de semiespacios definidos

por hiperplanos que contienen al origen, por lo que
JAe My, : C={xeR"/ Az <0}

Decimos que F es una cara del poliedro P cuando satisface con igualdad una desi-
gualdad valida para P. Una faceta es una cara propia maximal y queda definida por una

desigualdad cuando todos sus puntos la satisfacen.

Proposicién 5.1.3 (Caracterizacién de puntos extremos). Consideremos
P={zxeR"/ Ax <b, >0} yxy € P. Entonces, son equivalentes:

1) xo es punto extremo de P

11) x satisface n desigualdades linealmente independientes en {Ax < b, x > 0}

Proposicién 5.1.4 (Caracterizacién de direcciones extremas). Consideremos
P={xeR"/ Ax <b, >0} yxo € P. Entonces, son equivalentes:

1) d es direccion extrema de P
1) Ad<0, d>0

Teorema 5.1.1 (Tma. fundamental de representacién de poliedros). Considere-
mos
P={zxeR"™/ Ax <b, x >0} con P # Q. Entonces,

1) 3x1,...,2% € P puntos extremos de P, (k > 0)

11) 3dy,...,d; € R™ direcciones extremas de P, (I =0 < P es politopo)

Ademds,

k k l
V$0€P7 3)\1,.--,)\k,ﬂ1,---,ﬂl€R+, z)‘lzl : xOZZAzxz‘i‘ZM]d]
i=1 i=1 j=1
Teorema 5.1.2 (Tma. fundamental de las desigualdades lineales). Sean

a1,...,am,b € R™. Entonces, se satisface una solo de las propiedades siguientes
1) b € conof{ay,...,an}
1) e e R" : b <0 A cay,...,cam, >0 N H={x € R"/cx =0} contiene
rang{ai,...,am,b} — 1 vectores linealmente independientes de {a1,...,am}.

Lema 5.1.1 (Farkas). Sea A € M,,,, y b€ R™. Entonces
dz >0 : Ar=b<+= (YA >0= y'b>0)

Observacion 5.1.1. Se pueden encontrar algunas variantes del lema anterior
1)z eR™ : Ax<b<= (Vy>0 : y"A=0= y'b >0)

) 3z >0 : Ar<b<= (Vy>0 : y'A>0= y'b>0)
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5.1.2. Algoritmo del simplex.

En esta seccién se presenta el algoritmo del simplex que sirve para resolver en un

numero finito de pasos el problema standard de programacién lineal
min{cx /z € Pl con P={zeR" /| Az =b, x >0} (5.1)
Teorema 5.1.3. El problema dado por (5.1) tiene

1) una direccion extrema d € R™ tal que cd <0 = PROBLEMA NO ACOTADO.

PROBLEMA ACOTADO
CON SOLUCION OPTIMA.
Definicién 5.1.5 (Base. Solucién bdsica (factible)). Dada A € M,, ,, conrang A =m < n),

se define una base de A a cualquier submatriz cuadrada, B € M,,, de rango maximo. Las

11) un punto extremo x* € P tal que cx* < cx, Vr € P —

columnas restantes de A se denominan no bdsicas y se denotan por IV, obteniéndose que
rp

A = [B, N]. El punto z = [
IN

] dado por

ztp =B 'b— B 'Nzy, a2y =0

se denomina soluciéon bdsica asociada a la base B. Ademés si x > 0 se dird que x es
solucion factible bdsica. En estas condiciones, si x g > 0 la solucién es no degenerada

mientras que es degenerada, en caso contrario.

Teorema 5.1.4 (Caracterizacién de soluciones factibles basicas). Sea
P={xeR"”/ Az =0b, x >0} # . Entonces

x € P es punto extremo <= x es solucion factible bdsica de Az = b

Definiciéon 5.1.6 (Costos reducidos). Sea B una base factible del poliedro
P = {Azx = b, z > 0} y = una solucién cualquiera del mismo. Definimos vector de

costos reducidos como el siguiente
d=dy—czB A
que representa la direccién en la que se encuentra la siguiente base a tomar. Se tiene que
dr=cgB 4+ (cy — 5B IN)zy = B b+ dan

Teorema 5.1.5. Sea B una base factible del poliedro P = {Axz = b, x > 0} y consideremos

éd=cy - ctBB*IA el vector de costos reducidos. Entonces si ¢ > 0, la solucion factible

bdsica dada por v = B~'b, xnx =0 es dptima.

Teorema 5.1.6 (Cambio de base). Sea B wuna base factible del poliedro

t

P = {Az = b, x > 0} y consideremos ¢ = c&, — cyB7LA el vector de costos reduci-

dos. Supongamos ¢ % 0, es decir, 3x), € xn tal que &, < 0. Entonces
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b
1) z entra en la base con valor xj, = min { — / @;; >0
1<i<m | a;p

11) Sale z,. € xp de la base tal que x}, = —

Qrp,

pasando a tomar valor 0

ur) Sidi € {1,...,m} tal quea;p >0y b; = 0 entonces xp, = 0 siendo la base degenerada.

1v) La nueva base serd B= B\a, U ay,.

br

Qpp,

V) La funcion objetivo mejora en —cy,
Proposicién 5.1.5 (El simplex en forma de tableau). Consideremos el problema

min{c'z / € P} donde P={x € R" | Az <b, >0} #0 (5.2)

y supongamos A = [B, N| una base factible. Podemos representar toda la informacion

necesaria para la resolucion del problema en la tabla

T RHS TR TN RHS
T A b — Ip B N b
ct 0 ctB c’}v 0

Premultiplicando el tableau por la matriz

B! 0
—ctBB*1 I

obtenemos el simplex en forma paramétrica, dado por
_ t p-1 _t _ p-1 -1
z=cgB b+cxn conxp=B""b— B "Nzyn

resultando la tabla como sigue,

B TN RHS

TR I BN B~1b

0 cﬁv — c%B_lN —CZB_lb

que representaremos mediante

=

rB I
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si llamamos N = BN, b= B by & = cy — c%B‘lN siendo w = —c%B_lb el valor
de la funcion objetivo en la base B cambiado de signo.

Para actualizar un tableau cuando la variable xj entra en la base a cambio de x,
debemos realizar la operacion de pivotaje que consiste en buscar la columna r-ésima de
la identidad en ay, (an = columna h de la matriz B~*A) y que se compone de las siguientes

operaciones sobre el tableau

1) Dividir la fila r-ésima del tableau por la cantidad a,p > 0 obteniendo asi un 1 en la

posicion (r,h).

1) Vs =1,...,m con s # r restar, a la fila s-ésima, la nueva fila r-ésima multiplicada

por la cantidad agp, resultando un 0 en la posicion (s,h).
Proposicién 5.1.6 (Base factible inicial). Supongamos que b >0

A) Identificando la identidad.

Es posible obtener una base factible inicial cuando el problema es de la forma (5.2)

sin mas que anadir una variable de holgura en cada restriccion teniéndose ast la base

buscada.
min ctx min ctx 4+ 02"
Az <b = Az + Izl =b
z>0 :c,mh >0

En estas condiciones A = [B,N|, B = I,

B) Método de la M grande.

Anadimos las variables que necesitemos para obtener (o completar) la identidad con

costo un valor M suficientemente grande (denominadas variables artificiales).

min ctx minctx + M1tz?
Ax =b = Az + Iz =D
>0 z,x* >0

En estas condiciones A= [B,N|, B=1
C) Método de las dos fases.
FASE I: Resolvemos el problema

min 1¢z®
Az + Iz =0

z,x* >0

considerando (x,x%) su solucion éptima.

» Six® # 0 entonces el problema original es no factible.
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= 57 2% =0 entonces el problema original es factible.

FASE II: Eliminamos las variables ©® en caso de ser no bdsicas y si no (3§ € xp),

forzamos a que salgan pivotando de acuerdo al siguiente criterio de eleccion

» Siexiste j € N tal que ayj # 0 entonces entra x;.

= En caso contrario, eliminamos la fila j (y la variable x§) por ser combinacion

lineal de las demds.

y resolvemos el problema resultante tras cambiar el vector de costos por el original,

actualizando el tableau si fuese necesario.

D) Método de una sola variable artificial.

Pivotando para obtener la identidad determinamos una base que, si no es factible(b # 0),
introduciendo una variable artificial en todas las restricciones y obligando a que entre
en la base a cambio de la variable bdsica x, tal que

b, — min {b:

N 1glgmm{ i} <0
resulta ser factible obligando, con uno de los dos métodos anteriores, a que salga

dicha variable de la base.

Proposicién 5.1.7 (Convergencia y degeneracién). El poliedro P = {Axz = b, = > 0}
tiene un numero finito de bases factibles. Una cota superior es el valor C]" = (;) por lo que
st mo repetimos base, el algoritmo del simplex es un proceso finito. Sin embargo, si alguna
base resulta ser degenerada puede ocurrir lo que se conoce como ciclado repitiéndose las

bases.

Proposiciéon 5.1.8 (Regla de Bland). Cuando haya que elegir una variable de un
conjunto de ellas posible, elegir siempre la variable de indice menor. En estas condiciones

el algoritmo del simplex acaba en no mds de C]' = (;) iteraciones.

5.1.3. Dualidad.

Teorema 5.1.7 (Relacién de polaridad). Consideremos el problema dado en (5.2).

Entonces se tiene que
min{c'z / x € P} = méx{co € R / 'z > ¢y, Vx € P}

Teorema 5.1.8. Sea P = {Azxz =b, x > 0} y ¢y € R. Entonces
ctx > ¢y es vdlida para P <= Ju € R™ tal que ¢! > u'A N co < ulb
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Definicién 5.1.7 (Problema primal < Problema dual). Por la relacién de polaridad

y el teorema anterior se tiene que

min {c'z / Az <b, >0} = max {u'b / ! > u'A}
zeR™ ueR™

siendo cada uno de ellos, respectivamente, el problema primal y problema dual.

Se tienen las siguientes relaciones de dualidad:

t . . . t, . .
a;x >b; — u; >0 r; >0 «— ula;<gcj
t . . . t, . .
ajx <b «—— u; <0 ; <0 «— waj;=>c¢
t o — . 15 i t, . — .
a;x =0b; «— w;libre xj libre +— wu'a; =¢;

Proposiciéon 5.1.9. El problema dual de un problema dual coincide con el problema primal

(biyeccion dual).
Teorema 5.1.9 (Dualidad fuerte). Consideremos los poliedros
P={zeR"/ Az <b, x >0} D={uecR™/c>u'A u>0}
y supongamos que P # O y D # . Entonces
min{c'z / Az < b, x>0} = max{u'd / ' > u'A}

La interpretacion econémica del teorema anterior es que se garantiza que:
“existe un conjunto de acciones, valores asumibles z} para las variables z;, y un conjunto de
precios sombra, valores asumibles u;k para las variables u;, tales que el costo de produccién

minima coincide con la ganancia maxima”.

Teorema 5.1.10 (Dualidad débil). Consideremos los poliedros
P={zeR"/ Az <b, x >0} D={uecR™/c >u'A u>0}
y supongamos que P # O y D # . Entonces
ub<cdz, YreP A VueD
Corolario 5.1.1. Considerando los problemas primal y dual,
min{c'z / x € P} méx{u'b / u € D}
se tiene que

1) O bien AMBOS problemas tienen dptimo finito, es decir, Iz* € P, Ju* € D que

satisfacen

dr* =mi{cz / x € P} = méx{u'b / u € D} = (u*)'b

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



88 Cap. 5: OPTIMIZACION POLIEDRICA.

11) O bien el PRIMAL es no acotado y el DUAL, no factible.

111) O bien el PRIMAL es no factible y el DUAL, no acotado.

1v) O bien AMBOS son no factibles.
Proposicion 5.1.10. Dada una pareja de problemas primal, dual

min{c’z / Az >b, >0} méax{u'b / Alu<e¢, u>0}
y sean ¥ € P y u* € D. Entonces son equivalentes:
1) z*,u* son dptimos respectivos.
1) Az* > b, x> 0; Alu* < c,u* >0 ycla* = (u*)b
) (¢t — (u*)tA)z* =0 y (u*)'(Az* —b) =0

Proposicién 5.1.11 (Adiccién de nuevas variables o restricciones). Supongamos

una pareja primal, dual con optimos
—1 t p—1
x*=B"b u* =cpB

CASO 1: Si anadimos una nueva variable, a lo sumo se pierde la optimalidad dual con
lo que podemos reoptimizar con el simplex primal.
CASO 2: 5i anadimos una nueva restriccion, a lo sumo se pierde la optimalidad primal

y podemos reoptimizar con el simplex dual.
5.1.4. Analisis de sensitividad.
Consideremos el problema primal

min ctx

Ax =b
x>0

con base 6ptima B Las condiciones de optimalidad son
1) Az = b,z > 0 (factibilidad primal).
1) Alu < c,u > 0 (factibilidad dual).
1) (¢! — A'u)z = 0 (ortogonalidad).

Estamos interesados en saber las condiciones a cumplir para que el problema siga siendo

optimo al variar el vector de costos o el vector de recursos.
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s Variando b

Supongamos que tomamos b=b+ Ab, como la solucién asociada
xp =B b+ Ab) >0
la base seguird siendo 6ptima si B~1b > —B~'Ab

= Variando c
Suponiendo que tomamos ¢ = ¢ + Ac¢, como su solucién asociada u = ctBB*1 debe
ser factible dual, es decir A'u < ¢ se sigue que
1) Si¢; tal que i € B entonces ActBBle < epn.

11) Si ¢; tal que i € B entonces Acy > —¢n.

y la base sigue siendo éptima.

5.2. Programaciéon lineal entera.

En esta seccion se aborda el estudio del problema de optimizacién del tipo

min ¢tz

Ax =10
x>0

x entero

(5.3)

donde la condiciéon “z entero” no se puede escribir como restriccién lineal aunque si del
tipo

sen(mz;) =0, Vi

Al exigir tal condicién el conjunto de soluciones forma una malla contenida en P que se
conoce como reticulo de X y que coincide con el conjunto X =P NZ".

En adelante asumiremos que
P={zx/Az>b, >0} #0

siendo A, b, ¢ de coeficientes enteros y que X = PNZ" es el conjunto de soluciones enteras.
Empezamos dando condiciones suficientes para que las soluciones al problema (5.3) sean

enteras.
5.2.1. Unimodularidad.
Conisderemos el problema (5.3) y supongamos que z* es el éptimo. Entonces

x* es entero < B~ b es entero con B base asociada a z*
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Considerando que

11
" detB

Am1 - Qmm

a1r o alm]

siendo «;; = (—1)"/ det M;; con M,; = menor de B tras eliminar la fila i y la columna j

resulta claramente que si A, b, ¢ son enteros se tiene que «jj es entero y por tanto
(det B = £1 = z™ entero)
Teorema 5.2.1. El conjunto convex(X) es un poliedro.
Corolario 5.2.1. Siempre es posible encontrar g,g tal que
min{c'z / z € X} =min{clz | Az >b, = >0}

Definicién 5.2.1 (Matriz unimodular y totalmente unimodular). Una matriz
A € My, ,(Z) se dice que es unimodular cuando toda submatriz cuadrada de A, Q €
M, (Z) satisface que det@ € {—1,0,1}. Diremos que A es totalmente unimodular
cuando toda submatriz cuadrada de A, Q € M(Z) con 1 < k < m verifica que det Q) €
{~1,0,1}.

Teorema 5.2.2. Si A es unimodular y b es de coeficientes enteros entonces el poliedro
P={zxeR"/ Az =b, x >0}

tiene vértices enteros. Si ademds A es totalmente unimodular entonces dicho poliedro sélo

tiene vértices enteros.
Proposicién 5.2.1. Sea A una matriz de coeficientes enteros. Entonces
A es totalmente unimodular = a;; € {—1,0,1}
Proposicién 5.2.2. Sea A una matriz tal que a;; € {—1,0,1} y supongamos que
1) toda columna de A tiene, a lo sumo, dos elementos no nulos

11) eziste una particion [I1,I3] de las filas de A tal que cada columna que tenga dos

elementos nulos, éstos caen en partes distintas de la particion.

Entonces A es totalmente unimodular.
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5.2.2. Cortes.

t

Definiciéon 5.2.2 (Cortes validos). Consideremos el problema minc'z donde

zeP
P ={xr / Az = b, x > 0}. Una desigualdad o'z < ag se dice corte vdlido para se-

parar un x* éptimo de las soluciones enteras de P cuando

1) o'z < ag paracadaz € X, X =P NZ"

1) alz* > o
Proposicién 5.2.3 (Cortes de Chvatal). Sea z* un punto extremo fraccionario de P,
entonces existe u € R™ tal que la desigualdad o'z < o con a; = |[u'4;] y ag = [u'b] es
violada por x*

Definicién 5.2.3 (K-ésima cldusula de Chvatal). Sea P = {x € R"/Ax = b,z > 0}.

Se denomina k-ésitma cldusula de Chwvdtal al conjunto
Pr={zeR"/ AWz <pM . ARz <p® Az <b, x>0}

donde
AR = [t A+ AD o AR
b*®) = |utb + ufb® 4+l pD)]
AWM = |utA]
b = |utb]

Iterando existe k£ € IN satisfaciendo que
P1DP2D - D Py = convex(X)
que se conoce como rango de Chvdtal cuando k = min{i € IN/P; = convex(X)}

Proposicién 5.2.4 (Cortes de Gomory). Sea P = {z € R"/Az = b,x > 0} y su-
pongamos A = [B, N| con B base dptima siendo su solucion asociada x* fraccionaria, es
decir, existe xp € xp fraccionario. Consideremos que estd en la fila r-ésima de la tabla,
que viene dada por
xp + Z arpj = 7, (5.4)
JEN
Esta ecuacion corresponde a la forma utAzx = u'b tomando u' la r-ésima fila de B~'.
Aplicando Chwvdtal resulta el corte de Gomory
zh+ Y |arnlz; = |2} (5.5)
JEN
que es una ecuacion vdlida para X wviolada por x* equivalente a
Y elarg)ay = p(ar), ols)=s—[s] >0
JEN

y que se obtiene restando a la ecuacion (5.4), la ecuacion (5.5)
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Observacion 5.2.1. En la préactica estos cortes son poco efectivos pues se trata de cortes

débiles y para elegir adecuadamente la fila debemos tomar z} de forma que

o(xy) = max{p(z;)/x; fraccionario}

5.2.3. Ramificacién.

Proposicién 5.2.5 (Ramificacién y acotacién). Consideremos ILPy = min{c'x/Ax = b,z > 0,z entero}

el problema inicial y supongamos x* la solucion dptima.
1) Six* € Z" = STOP
1) Six ¢ Z" = 3h € B/x} fraccionario.
Construimos los subproblemas

ILPy = min{c'z/Azx = b,z > 0,2, < |z} |}
ILP3 = min{c'z/Azx = b,z > 0,2, > |z} |}

que se denomina ramificacion.

La operacion de acotacién consiste en resolver recursivamente los problemas ILPy e
ILP; de igual manera que ILP;. En el peor de los casos este arbol decisional tiene n niveles
y 2™ modos. Para actualizar las soluciones dada en ILP, sobre ILP, comparamos los
valores objetivo de cada una de ellas, esto es, sixjyp €Ty p, son las soluciones dptimas de

dichos problemas, entonces actualizaremos la solucion actual (hasta ahora x7;p ) cuando
t,.x t,.x
CriLp, < CTILp

prosiguiendo andlogamente con el resto de los nodos hasta que obtengamos una solucion
entera.

e Técnicas para la seleccion del siguiente nodo a resolver.
1) DEPTH FIRST: Se avanza primero en profundidad.

11) BEST BOUND FIRST: Se avanza eligiendo el nodo de menor cota.

Proposicién 5.2.6 (Ramificacién y corte). Esta técnica consiste en ramificar e intro-
ducir en cada subproblema buenos cortes con las técnicas mostradas anteriormente (Go-

mory o Chvdtal) para elevar la cota del proceso.
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Capitulo 6

Geometria Riemmaniana.

Este curso aborda el estudio de tépicos relacionados con las variedades de Riemman. Se
distribuye en cuatro secciones que tratan los contenidos de variedades completas, espacios
de curvatura constante y variaciones de la energia siendo la primera secciéon un estudio de

las propiedades fundamentales de las varidades de Riemman.
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El programa del curso se detalla a continuacion:

6.1. Variedades de Riemman.

6.1.1. Variedades de Riemman.

6.1.2. Conexién afin.

6.1.3. Conexién de Riemman.

6.1.4. Geodésicas.

6.1.5. Curvatura de una variedad de Riemman.

6.1.6. Campos de Jacobi.
6.2. Variedades completas.

6.2.1. Introduccion.
6.2.2. Variedades completas. Teorema de Hopf-Rinow.
6.2.3. Teorema de Hadamard.

6.3. Espacios de curvatura constante.

6.3.1. Introduccién.
6.3.2. Teorema de Cartan.
6.3.3. Ejemplos. El espacio hiperbdlico.

6.3.4. Formas espaciales.
6.4. Variaciones de la energia.

6.4.1. Introduccion.
6.4.2. Férmulas de la primera y segunda variacién de la energia.

6.4.3. Aplicaciones.
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6.1. Variedades de Riemman.

En esta seccién haremos un breve resumen de algunos conceptos y resultados acerca
de variedades de Riemman que serdn utilizados en las secciones siguientes. Empezamos

definiendo las variedades de Riemman.

6.1.1. Variedades de Riemman.

Sean M una variedad diferenciable de dimensién n. Recordemos que dado un campo
de tensores g de tipo (0,2) sobre M, para cada = € M, g, puede considerarse como
una aplicacién bilineal g, : T, M x T, M — R siendo g simétrico (andlogo con definido

positivo) si lo es g, para cada x € M.

Definicién 6.1.1 (Variedad de Riemman). Una variedad de Riemman es una va-
riedad diferenciable M dotada de un campo de tensores g de tipo (0,2) simétrico y definido

positivo que se denomina metrica de Riemman.

Si g es una métrica de Riemman y (U, z1, ..., z,) una carta coordenada en M, entonces
g en U se expresard por
n
g= Z gijdxr; ® dx;
i,j=1
: _ o) o) _ i 0 _ j 0
siendo g;; = g <8_:1:¢7 aTj) por lo tanto para X,Y € X(M)con X = >, X'5-eY =3, Yﬂa_yj

se tiene, tras operar, que
n

i,j=1

Teniendo en cuenta que toda variedad diferenciable es paracompacta (al ser Hausdorff,
localmente compacta y segundo contable) usando particiones de la unidad se tiene el

siguiente resultado sobre la existencia de métricas de Riemman.
Teorema 6.1.1. Toda variedad diferenciable admite una métrica de Riemman.

Conocida la estructura matematica, se estudia la nocién de equivalencia ocurriendo
que dos variedades de Riemman son equivalentes cuando son isométricamente difeomorfas.

Ademds podemos definir la longitud de una curva como

dy dy
dt’ dt

donde 7: [a,b] — M es una curva sobre la variedad M.
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6.1.2. Conexion afin.

Sea M una variedad diferenciable, X(M) el dlgebra de los campos de vectores y §(M)

el anillo de las funciones diferenciables sobre M.

Definicién 6.1.2 (Conexién afin). Una conexion afin (o lineal) V sobre M es una

aplicaciéon V: X(M) x X(M) — X(M) que satisface las siguientes propiedades
1) VixqgzY = fVxY +gVzY
n) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
m) Vx fY = fVxY + X(f)Y
para todos X, Y, Z € X(M) y f,g € F(M).

De la tercera propiedad se deduce que una conexion es un operador local. Dado p € M

y (U,x1,...,x,) una carta que pasa por p, si X, Y € X(M), definidos como antes, entonces

Yd
VxY =) <X’YJV o g + XG0 axj>

2%

Bacl axj Z i 89U

donde I‘k son los simboblos de Christoffel de la conexién para dicha carta, resulta

por lo que poniendo

92

5o (6.1)

VxY(p Z ZX’ )Y (p)T5;(p) + X (Y*(p))

por lo que resulta que VxY (p) sélo depende del valor de X, y del valor de Y a lo largo

de una curva tangente a X en p.

Definicién 6.1.3 (Derivada covariante) Dada una curva diferenciable v = ~(t), la

derivada covariante a lo largo de v, 2X = Vd—yX viene dada desde la expresién (6.1)
mediante
DX dx* dz; o)
— = — XiTk | — 6.2
dt Z dt * = dt Y| Oy (62)

Por comodidad, también denotaremos a la derivada covariante de X respecto de y por
X'.
Definicién 6.1.4 (Paralelismo). Un campo de Vectores X a lo largo de una curva

~v: I — M, ~v=~(t) es denominado paralelo si =* = 0 para todo t € I.

Proposicion 6.1.1. Sea M una variedad diferencz'able con una conexion V. Consideremos
~v: I — M una curva diferenciable sobre M y Xo un vector tangente a M en ~y(tg) para

cierto tg € I. Entonces existe un unico campo de vectores paralelo X a lo largo de v tal
que X (tg) = Xo.
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6.1.3. Conexiéon de Riemman.
Sea (M, g) una variedad de Riemman y V una conexién lineal sobre M.

Definicién 6.1.5 (Conexién). La conexién V se dice compatible con la métrica g
si para toda curva diferenciable v = ~(t) y para cualquier par de campos de vectores
X = X(t) e Y =Y(t) paralelos a lo largo de ~ se tiene que g(X,Y) = cte

Esta definicién se justifica en la proposicién siguiente, en la que se establece que en
las condiciones anteriores se puede derivar el producto interior por la usual “regla del

producto”.

Proposicién 6.1.2. Si (M,g) es una variedad de Riemman. Una conexion V sobre M
es compatible con la métrica g si y solo si para cualquier par de campos de vectores X e

Y alo largo de la curva diferenciable v: I — M se tiene

d DX DY
S g(X,Y) = g(—.Y X, =
ZIXY) = g(—=.Y) +9(X, —)

Corolario 6.1.1. Una conexion V sobre una variedad de Riemman (M, g) es compatible

con la métrica si y solo si

Definicién 6.1.6 (Simetria). Una conexion lineal V sobre una variedad diferenciable
M se dice stmétrica si
VxY - VyX =[X,Y]

para todos X,Y € X(M).
Si (U,z1,...,x,) es una carta coordenada sobre M y si Ffj denotan los simbolos de
Christoffel de la conexién, entonces la condiciéon de que V es simétrica es equivalente a la

« s k _ k;
condicién I’ij = sz‘-

Teorema 6.1.2. Dada una variedad de Riemman (M, g) existe una inica conexion lineal

V sobre M wverificando las condiciones
1) V es simétrica.
11) V es compatible con la métrica de Riemman.

Esta conexion se denomina conexiéon de Riemman o Levi-Civita y viene dada por la

siguiente expresion que se denomina férmula de Koszul
29(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(X,Y) - Zg(X,Y)+g([X, Y], 2)+9([Z, X],Y) —g([Y, Z], X)
De esta férmula se obtiene ademds los simbolos de Christoffel en funcion de las g;j

1 o 09im  Ogjim  09ij
Fk‘ _ km J o J
) Z g { 0 + ox; 8xm}

m=1
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6.1.4. Geodésicas.

Sea (M,g) una variedad de Riemman con conexién de Riemman asociada V y sea

~v: I — M una curva diferenciable sobre M.

Definicién 6.1.7 (Geodésica). Se dice que v es una geodésica si su campo de vectores
tangente +' es paralelo a lo largo de ~, esto es, %(fl—z) = ( para todo t € I.
Siy = ~(t) es una geodésica, de la compatibilidad de V con la métrica se deduce que

|7'| es constante pues %g(’y’,y’) =0.

Proposicién 6.1.3. Sea (U, x1,...,2,) yv: I — M una curva contenida en U (es decir,
v(I) C U con v(t) = (z1(t),...,x,(t)). Entonces vy es una geodésica de M si y sélo si sus

funciones componentes x(t) = xy o y(t) satisfacen

d?xy, "L da; du;
—= i——2=0,k=1,... 6.3
e DR ’ el (6:3)

i,j=1
Del teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias se siguen

los siguientes resultados locales.

Proposicién 6.1.4. Si v € T,(M), entonces existe un intervalo alrededor del 0 de R
y una Unica geodésica v,: I — M tal que v,(0) = p y v,(0) = v. Ademds, ~y, depende

diferenciablemente de las condiciones iniciales p y v.

Proposicién 6.1.5. Sea v € T,,(M). Entonces existe un entorno N de v en Tp(M) y un

intervalo I alrededor del origen de R tal que la aplicacion
QN XTI — M, ®(w,t) =yy(t)
estd bien definida y es diferenciable.

En lo que sigue, por comodidad, tomaremos el intervalo I = [0,a], observando que
si x = z(t) es una solucién de (6.3) definida en I, también lo es z(At) para cualquier
constante A € R. Si v, esta definida en I, entonces, como

t
’yM(X) =v(t), AeR,t€]0,d] (6.4)
se sigue que 7y, estd definida en [0, §].

Por otra parte dado que -, depende diferenciablemente de v, y el conjunto
{veT,(M) / |v]| =1} es compacto, existe un € > 0 tal que para |v| = 1, v, estd defi-
nida al menos sobre [0,¢]. Por tanto, para w € T,(M) con |w| < g, 7, estd definida, al
menos, en [0, 1].

Denotemos por

D, = {v € T,(M) / , esta definida sobre [0,1]}
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Definicién 6.1.8 (Aplicaciéon exponencial). La aplicaciéon exponencial de M en
p es la aplicacién exp,: D, — M dada por exp,(v) = 7,(1) siendo claro que D, es el
mayor subconjunto de T),(M) donde exp, puede ser definida. Ademéds dado v € D, si
tv € Dy, entonces de (6.4) se sigue que expp(tv) = 4, (1) = 7, (t) de lo que se deduce que
la aplicacién exp, transforma rectas que pasan por el origen en 7}, (M) en geodésicas sobre

M que pasan por el punto p.

Proposicién 6.1.6. Para cada punto p € M existe un entorno abierto W, del 0 en T,(M)

sobre el cual la aplicacion exponencial exp, es un difeomorfismo sobre un entorno abierto
U depen M.

Antes de definir el concepto de entorno normal, recordemos que un subconjunto S de
un espacio vectorial V' se dice estrellado alrededor de 0 de V si para todo v € S se tiene
que tv € S, para todo 0 <t <1

Definicién 6.1.9 (Entorno normal). Sean W, y U los entornos abiertos de la proposi-
cién anterior. Si W, es estrellado alrededor del 0 en T},(M ), entonces se dice que U es un
entorno normal de p en M.

Es claro que dado cualquier p € M podemos encontrar un entorno normal de p (en

particular cuando W, es una bola abierta, U es normal).

Proposicion 6.1.7. Si U es un entorno normal de p € M, entonces para cada y € U,

existe una unica geodésica o: [0,1] — U de p a y. Ademds o'(0) = exp, ' (y) € W.

Proposicién 6.1.8. Sea p € M y U, un entorno normal de p. Sea v: [0,1] — U un
segmento de geodésica con y(0) = p. Si a: [0,1] — M es cualquier curva diferenciable a

trozos que une v(0) con y(1), entonces L(y) < L(«) y si se satisface la igualdad se sigue
que ¥([0,1]) = «([0, 1]).

Teorema 6.1.3. Para cualquier p € M existe un entorno U de p tal que dado y € U
existe un entorno estrellado Wy, del 0 en T,(M) y un entorno Uy tal que la exponencial
expy: Wy — Uy es un difeomorfismo y U C Uy (es decir, U es entorno normal de todos

sus puntos).

De estos resultados se sigue que si U es entorno normal de todos sus puntos, dados
x,y € U existe una unica geodésica =y que los une y que minimiza la longitud.Ademaés se

tiene que

Corolario 6.1.2. Si una curva diferenciable a trozos v: [a,b] — M, con pardmetro pro-
porcional a la longitud de arco, tiene longitud menor o igual que la longitud de cualquier
otra curva diferenciable a trozos que une y(a) con y(b), entonces 7y es geodésica. En par-

ticular, v es reqular.
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6.1.5. Curvatura de una variedad de Riemman.

Sea (M, g) una variedad de Riemman con conexién de Riemman V.

Definicién 6.1.10 (Tensor de curvatura). Se denomina tensor de curvatura (o

simplemente, curvatura) de M al campo de tensores R de tipo (1,3)
R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z
dado por
R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vixy 2
para todos X,Y,Z € X(M)

El tensor anterior, R mide el hecho de que una variedad sea o no euclidea. Si (U, x1, ..., Zy,)

es un sistema de coordenadas sobre M entonces,

aai:vivavva

s A~ o~ — 9 o <~
(3%’3%)8% 92; o2, 0Ty, 3o,  9a; 0T},

con lo que también mide cudndo se puede invertir el orden de derivacion.
Proposicién 6.1.9. Si W, X,Y,Z € X(M) entonces se tiene que
1) RIX,Y)Z =—-R(Y,X)Z
1n) RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0
m) g(R(X,Y)Z, W) =—g(R(X,Y)w, Z)
) g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y)

Si (U,z1,...,z,) es un sistema de coordenadas sobre M, el tensor de curvatura R se

podra poner, en coordenadas, como

n

o 9.0 .0
R(B—mk’ B—HCT)B—% = ZRjkra—xi

i=1
Las funciones R; i S¢ denominan componentes de I en la carta dada. Si I’fj denortan los

simbolos de Christoffel de la conexién de Riemman se sigue que

) A S A _
;‘kr = = = WJ + Z(Fij ks — Zj 3"5)
" s=1

8.%'k

Asi, si XY, Z € X(U), entonces
n n ) )
RXYV)Z=)Y | Y XM"Z/Rj,
i=1 \k,rj=1

K
axi

Consideremos ahora p un punto cualquiera de M y m C T),(M) un subespacio bidi-

mensional (un plano) del espacio tangente 1}, (M).
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Definicién 6.1.11 (Curvatura seccional). Se denomina curvatura seccional del
plano 7 al escalar
gRX, V)X Y)

Kpy(m) = Kp(X,Y) = —g(X’X)g(yvy) —g(X,Y)?

donde {X,Y} es una base cualquiera del plano 7.
Se comprueba que la definicién no depende de la base elegida del plano.

Definicién 6.1.12 (Curvatura seccional constante). Sea (M,g) una variedad de
Riemman y k € R. Diremos que M tiene curvatura seccional constante k si K,(m) = k,
para todo p € M y todo plano m C T),(M).

Proposicién 6.1.10. Si (M, g) es una variedad de Riemman de curvatura constante k
entonces

g(R(X,Y)Z, W) = k(g(Xa W)g(Y’ Z) - g(Xa Z)g(Y7 W))
para todospe M y X, Y, Z,W € T,(M)

Para finalizar, si {E1,..., E,} es una base (local) ortonormal de campos de vectores,

su curvatura escalar viene dada por

r= Z R(E;, E;)E;, E;)
1,j=1
Definicién 6.1.13 (Tensor de Ricci). En las condiciones de antes, el tensor de Ricci

es el campo de tensores simétrico de tipo (1,1) dado, localmente, por

Rie(X,Y) Zg (E;, X)Y, E;)

6.1.6. Campos de Jacobi.

Sea (M, g) es una variedad de Riemman y v: [0,a] — M una curva diferenciable sobre

M.

Definicién 6.1.14 (Variacién diferenciable.). Una wvariacion diferenciable de ~y
es una aplicacién diferenciable f: [0,a] x (—e,6) — M , (t,s) — f(t,s) verificando que
f(t,0) = ~(t). Diremos ademds que es propta cuando f(0,s) = v(0) y f(a,s) = v(a) para

cada s € (—¢,¢)

Para cada s € (—¢,¢), la curva paramétrica dada por fs(t) = f(t,s) se denomina
curva de variacion de . Resulta ser propia cuando todas las curvas tienen igual punto
inicial y final, dados por v(0) y «y(a) respectivamente.

Las curvas paramétricas f: (—e,e) — M dadas por fi(s) = f(t,s) se denominan
curvas transversales. El campo de vectores V(t) = %(t,()) se conoce como campo

varicional de f.
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Proposicién 6.1.11. Sea (M, g) una variedad de Riemman con conexion de Riemman
V y derivada covariante asociada D. Si f = f(t,s) es una variacion diferenciable de una

curva vy, entonces
Dof ., Do

— =L@
dtas(’s) ds@t(’s)
Consideremos ahora v: [0,a] — M un segmento de geodésica sobre M.

Definicién 6.1.15 (Variacién geodésica). Una variacién diferenciable de una curva
v, [:]0,a] x (—e,e) — M , f = f(t,s) se dice que es una variacion geodésica si para
cada s € (—¢,¢) la curva fs(t) = f(t,s) es una geodésica. En este caso, denotaremos por

J al campo variacional de f, esto es, J(t) = %(t,O) = f*(%‘(t 0)).

Proposicién 6.1.12. Seay: [0,a] — M una geodésica sobre M y f: [0,a] x (—e,e) — M

una variacion geodésica de . Entonces, el campo variacional J = J(t) satisface que
D2J
D) + RO, ) (1) =0

Definicién 6.1.16 (Campo de Jacobi). Sea «: [0,a] — M una geodésica sobre M.

Un campo de vectores J a lo largo de v se dice campo de Jacobi si satisface

D2J L
D0+ RO, A 01 (1) =0 (65
para todo t € [0, al.
Se prueba que todo campo de Jacobi queda determinado por sus valores iniciales, esto

es, V(0) y £2(0) dado en la siguiente proposicién.

Proposicién 6.1.13. Seay: [0,a] — M una geodésica sobre M. dos vectores v, w € T q)(M),
existe un unico campo de Jacobi J a lo largo de 7y tal que J(0) =v y %(0) =w.

Corolario 6.1.3. El conjunto de los campos de Jacobi sobre una geodésica y: [0,a] — M

constituyen un espacio vectorial real de dimension 2n.

Proposicién 6.1.14. Sea v: [0,a] — M wuna geodésica sobre M y J un campo de Jacobi
a lo largo de ~. Entonces existe una variacion geodésica de v, f:[0,a] X (—e,&) — M,

tal que J es el campo variacional de f, es decir J(t) = %(t,O)

Corolario 6.1.4. Sea v: [0,a] — M una geodésica que pasa por p € M para t = 0, es
decir, y(t) = exp,(ty'(0)). Entonces fijado w € T,,(M), el campo de Jacobi J a lo largo de
v con J(0) =0 y J'(0) = w viene dado por J(t) = (exp,) (tw)

*[t4! (0)
Definicién 6.1.17 (Puntos conjugados y multiplicidad). Sea 7: [0,a] — M una
geodésica y ty € (0,a]. El punto v(tg) se dice que es conjugado con (0), a lo largo
de , si existe un campo de Jacobi a lo largo de v, no idénticamente nulo, con J(0) =
0 = J(to). El nimero méximo de tales campos linealmente independientes es denominado

multiplicidad del punto conjugado (tg)
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Proposicién 6.1.15. Sea v: [0,a] — M wuna geodésica y pongamos v(0) = p. El punto
q=(to), to € (0,a] es conjugado de p a lo largo de ~ si y sdlo si vy =ty (0) es un punto
critico de exp,. Ademds, la multiplicidad de q es igual a la dimension del nicleo de la

aplicacion lineal (e:cpp)*‘vo.

6.2. Variedades completas.

6.2.1. Introduccion.

En la secciéon anterior hemos estudiado las propiedades locales de las variedades de
Riemman. Sin embargo, uno de los aspectos mas interesantes de la geometria diferencial
es la relacién existente entre las propiedades locales y las globales de una variedad de
Riemman. Por propiedad local entendemos a aquélla que sélo depende del comportamiento
de la variedad en el entorno de un punto, y por propiedad global a aquélla que depende
del comportamiento de la variedad considerada como un todo. Este tema inicia el estudio
de estos aspectos. Primero, definimos el “hébitat” natural de las propiedades globales:
las variedades de Riemman completas, que son aquellas variedades de Riemman (M, g)
en las que las geodésicas estan definidas para todos los valores de t, es decir, que para
todo p € M, exp, esta definida en todo T}, (M). Salvo que se diga lo contario, en adelante

supondremos que todas las variedades son conexas.

6.2.2. Variedades completas. Teorema de Hopf-Rinow.

Lo primero es, si vamos a estudiar propiedades globales de una variedad diferencia-
ble M, garantizar que M no es una subvariedad abierta propia de una variedad M’. La

condicién usual para garantizar esta no-extendibilidad es la compacidad.

Definicién 6.2.1 (Extendibilidad). Una variedad de Riemman M es extendible si
existe una variedad de Riemman M’ tal que M es isométrica a un subconjunto abierto y

propio de M'. En caso contrario, se dice que M es no-extendible.

Definicién 6.2.2 (Variedad completa). Una variedad de Riemman M es
(geodésicamente) completa si para todo p € M, la aplicacién exp,, estd definida para
todo v € T,(M), es decir, si cualquier geodésica que parta de p estd definida para todo

teR.
Proposicion 6.2.1. Si M es completa entonces M no es extendible.

Observacién 6.2.1. El reciproco no es cierto. La clase de las variedades completas esta

estrictamente contenida en la clase de las variedades no extendibles.

Sea ahora )M, g) una variedad de Riemman. Dados dos puntos p, ¢ € M, consideremos

el conjunto C(p, q) de todas las curvas diferenciables a trozos en M que unen p con q.
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Definicién 6.2.3 (Distancia). La distancia (de Riemman) entre p y ¢ viene dada por

d — inf L
(P, q) ot (@)

Proposicion 6.2.2. Con la distancia d, M es una espacio métrico cuya topologia inducida

coincide con la topologia original de M.
Corolario 6.2.1. Sipy € M, la funcion f: M — R dada por f(p) = d(p,po) es continua.

Teorema 6.2.1 (Teorema de Hopf-Rinow). Si (M, g) es una variedad de Riemman y

p € M. Entonces son equivalentes
1) exp, estd definida sobre todo T, (M).
11) Todo subconjunto cerrado y acotado de M es compacto.
111) M es un espacio métrico completo.

1Iv) M es geodésicamente completo.

Ademdas cualquiera de las condiciones anteriores implica
v) Dado cualquier ¢ € M existe una geodésica v que une p con q y L(v) = d(p,q).
Corolario 6.2.2. Si M es compacta entonces M es completa.

Corolario 6.2.3. Una subvariedad cerrada de una variedad de Riemman completa es
completa con la métrica inducida. En particular las subvariedades cerradas de un espacio

euclideo son completas.

6.2.3. El Teorema de Hadamard.

Como aplicacién del Teorema de Hopf-Rinow se obtiene el Teorema de Hadamard. Para
verlo, daremos antes unos resultados previos necesarios. Dada una variedad de Riemman
(M,g) y p € M denotamos por C(p) al conjunto de puntos conjugados con p. Es decir,
q € C(p) si existe una geodésica v que une p con ¢ (pongamos p = y(a) y ¢ = vy(b)) y un
campo de Jacobi a lo largo de 7, no idénticamente nulo, tal que J(a) = J(b) =0

Sean M y M dos variedades de la misma dimensién y T M — M una aplicacion

diferenciable.

Definicién 6.2.4 (Variedad recubridora). Se dice que M es una variedad recubri-

dora de M con aplicacién recubridora 7 si

1) 7 es sobreyectiva (suponemos M conexa).
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11) Cada p € M tiene un entorno conexo U (denominado entorno distinguido de p) tal
que 7~ Y(U) = U, V4, donde V, son abiertos disjuntos dos a dos con la propiedad de

que 7y, es un difeomorfismo sobre U (my,, : Vo — U).

Sim: M — M es una aplicacién de recubrimiento y (M, g) es una variedad de Riem-
man entonces existe una tnica métrica de Riemman sobre M tal que m es una isometria

local. Efectivamente, basta considerar g = 7*g

Teorema 6.2.2 (Hadamard). Sea M una variedad de Riemman completa, simplemente
coneza con curvatura seccional K(p,m) <0, para todo p € M y m C Tp(M). Entonces M
es difeomorfo a R™ y por tanto dim M = n; mds precisamente exp,: T,(M) — M es un

difeomorfismo.

6.3. Espacios de curvatura constante.

6.3.1. Introduccion.

Las variedades de Riemman con curvatura seccional constante son las més sencillas y
estan relacionadas con las geometrias clasicas no euclideas habiendo sido utilizadas en los
primeros modelos cosmoldgicos.

Una propiedad importante de estos espacios es que poseen un numero suficientemente
grande de isometrias locales y siempre es posible “desplazar” dos tridngulos pequenos para
decidir si se puede superponerlos. Esta propiedad de “libre movilidad” es fundamental en
las construcciones de la geometria elemental y fue considerada como postulado a cumplir
en las geometrias no euclideas.

No es dificil comprobar que si multiplicamos una métrica de Riemman por una cons-

% con lo que, salvo

tante positiva ¢, sus curvaturas seccionales son multiplicadas por
semejanza, podemos asumir que los valores de la curvatura seccional de una variedad de

curvatura constante son —1,0 6 1.

6.3.2. Teorema de Cartan.

Sean (M, g) y (M, §) dos variedades de Riemman de la misma dimensién n, y p € M,
pe M. Seai: T,(M) — Tﬁ(]\7) una isometria lineal. Sea V' C M un entorno normal de p
tal que la aplicacién expj esté definida en i o exp,, (V). Es decir, si exp,: B — V siendo
B= ea:p;l(V) con expy: B — M suponemos que i(B) C B.

Definimos la aplicacién f: V. — M por

flq) = expsoioexp,'(q), g€V

Buscaremos condiciones suficientes para que f sea isometria local.
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Para todo ¢ € V, existe una geodésica normalizada ~: [0,t] — M, con v(0) = p y
~(t) = q. Denotamos por P; al transporte paralelo a lo largo de 7 desde (0) hasta ~(t),
es decir, P;: T,(M) — Ty(M) ,v — P;(v) = V(t) donde V = V(t) es el tnico campo de
vectores paralelo a lo largo de v tal que V(0) = v.

Definimos la aplicaciéon ®;: Ty (M) — Ty (M) por

®y(v) = Pyoio PT(v) ,v € Ty(M)

donde P, es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica normalizada 4 : [0,t] — M
dada por #(0) = § y 4'(0) = i(y/(0)). Indicamos finalmente por R y R las curvaturas de

My M respectivamente. Se tiene,

Teorema 6.3.1. Si para todo g € V y X, Y, U,V € T,(M) se tiene que

9(R(X,Y)U,V) = §(R(6(X), (V) é(U), 61 (V)
entonces se tiene que f: V — f(V) C M es una isometria local y f*‘p =1q.

Corolario 6.3.1. Sean M y M dos variedades de igual dimension con curvaturas seccio-
nales constantes e iguales (k = k). Seanp € M, p € M y {e;} C T,(M), {&;} C T(M)
con j=1,...,n bases ortonormales. Entonces existe un entorno V C M de p, un entorno
V C M de p y una isometria f: V — V tal que f*‘p(el-) = é;.

Corolario 6.3.2. Sea M una variedad de curvatura constante yp,q € M. Sean {e1,...,e,}
y{fi,..., fn} dos bases ortonormales de T,(M) y Ty(M) respectivamente. Entonces existe

un entorno U de p, un entorno V de q y una isometria g: U — V tal que g*‘p(ej) = fj.

6.3.3. Ejemplos.

El espacio euclideo R”. Consideramos sobre R"™ la métrica Euclidea. Se obtiene que
en este caso el tensor de curvatura es idénticamente nulo por lo que se sigue que R"™ es
una variedad con curvatura seccional nula, es decir, K(p,7) = 0 para todo p € R™ y todo
plano m C T,,(R"™).

La esfera S™(r). La esfera S™(r) = {(z1,...,2n41) € R*' / S04 a2 = 2} ¢ R
es una subvariedad orientable de R"!. Se prueba que S™(r) con la métrica inducida de
la euclidea de R™*! es una variedad con curvatura seccional constante, K = %2 y que la
conexién canénica D (derivada covariante) en R"*! induce la conexién de Riemman V de

S™(r), la cual se relaciona con D a través de la férmula de Gauss
DxY =VxY +h(X,Y)

para todos X,Y € X(M) siendo h la segunda forma fundamental sobre S™
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El espacio hiperbdlico H". El espacio hiperbdlico H™ es una generalizecién, a dimen-

sion n > 2, del semiplano de Poincaré. Viene dado por
H" = {(z1,...,zp) € R" [/ z, > 0}

dotado con la métrica

1
g:x—%(dm%—i-“'—!—d:z:%)

Es claro que H™ es simplemente conexo. Se obtiene que (H™,g) es un espacio de
curvatura seccional constante igual a —1 previo cdlculo de los simbolos de Christoffel para
la métrica y calculando las componentes del tensor R;kr con las relaciones de la seccién
6.1.5

Las geodésicas de H™ son las rectas perpendiculares al hiperplano x, = 0 y los se-
micirculos de H" contenidos en planos perpendiculares al hiperplano anterior y con centro
en dicho hiperplano de lo que se sigue que H™ es completo al poderse prolongar indefini-

damente cualquier geodésica de él.

6.3.4. Formas espaciales.

En esta seccién probaremos que las tinicas variedades de Riemman simplemente cone-
xas y completas de curvatura seccional constante son R", 5" y H". Enunciamos primero

un lema que se usa en la prueba del resultado principal.

Lema 6.3.1. Sean f;: M — Ni = 1,2 dos isometrias locales entre las variedades de

Riemman M y N (suponemos M conezxa). Supongamos que eziste un punto p € M tal que

fi(p) = fo(p) y frs, = fou,- Entonces fi = f.

Teorema 6.3.2. Sea M" una variedad de Riemman completa y de curvatura seccio-
nal constante K. Entonces el recubrimiento universal con la métrica de recubrimiento es
isométrico a

1) H" si K = —1.

1) R" si K =0.

ur) S" si K =1.

Las variedades completas con curvatura seccional constante se denominan formas

espaciales.

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



108 Cap. 6: GEOMETRIA RIEMMANIANA.

6.4. Variaciones de la energia.

6.4.1. Introduccion.

En este tema presentaremos una caracterizacion de las geodésicas como “soluciones
de un problema variacional”. Para ello introduciremos ciertas ideas que son adaptaciones,

para la Geometria Diferencial, de conceptos y técnicas del Célculo Variacional.

6.4.2. Férmulas de la primera y segunda variacion de la energia.

Para comenzar recordaremos el concepto de variacién que nos permitira comparar el
comportamiento de una curva dada con el de curvas préximas a ella. Sea M una variedad

diferenciable y «: [a,b] — M un segmento de curva diferenciable a trozos sobre M.

Definicién 6.4.1 (Variacién diferenciable). Una variacidn de « es una aplicacién

continua f: [a,b] x (=9,0) — M verificando

1) f(t,0) = aft)

11) Existe una subdivisién de [a,b] por puntos a = tg < ... < tpr1 = b tal que la

restriccion de f a cada [t;, t;41] X (=9, 0) es diferenciable, para cada i =0, ..., k.

Una variacién se dice propia si f(a,s) = a(a) y f(b,s) = a(b), para todo s € (=9, ).

Si f es diferenciable se dice que la variacion es diferenciable.

Obsérvese que %(t,s) para todo (t,s) del rectdngulo y que estd definido de modo
univoco salvo en los puntos (¢;, s). Escribirmos %(t;, s) cuando consideremos t; € [t;_1, ;]
y %(t?,s), cuando t; € [t;,t;4+1] paracadai=1,..., k.

Fijado un valor del intervalo s € (—4,0) obtenemos una curva diferenciable a trozos
fs: [a,b] — M que se conoce como curva longitudinal de la variacién. Andlogamente,
fijando ¢t € [a,b] obtenemos una curva diferenciable a trozos f;: (—d,d) — M que se
conoce como curva transversal de la variacién.

Si para una variacion f de « calculamos el vector velocidad de cada curva transversal
fi(s) en el valor 0 obtenemos un campo de vectores V': [a,b] — T'(M) a lo largo de o
dado por V(t) = f{(0) = %W,O) y que se conoce como campo variacional de f.

Cuando toda curva longitudinal de una variacién es geodésica, se dice que tenemos

una variacion geodésica.

Proposicién 6.4.1. Dado un campo diferenciable a trozos V.= V(t) a lo largo de una
curva a: [a,b] — M, diferenciable a trozos, existe una variacion f: [a,b] x (—e,&) — M
de «, tal que su campo variacional es V. Ademdas, si V(a) =0 = V(b) es posible elegir f

de forma que sea una variacién propia.
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Un problema bésico en geometria riemmaniana es medir el cambio de longitud de arco
de un segmento de curva bajo desplazamientos pequenos. Para comparar la longitud de
un segmento de curva de «a: [a,b] — M con la longitud de las curvas préximas en una

variacién f: [a,b] X (=0,9) — M definimos la funcién

L:(=8,6) — R, L(s /|| |t

Sin embargo para nuestros propdsitos es més conveniente estudiar la funcién energia

b
B: (=6,0) — R, E(s):%/ (‘g{(m) g{( )>dt

Antes de continuar necesitamos algunos hechos generales acerca de la funcién energia.

Consideremos una curva a: [a,b] — M y sean

= [ 150 p@ = [0 (. 500 a

Nétese que la longitud de la curva no depende de la parametrizacién elegida para dicha
curva pero la energfa de la curva si. Considerando la desigualdad de Cauchy-Schwartz con

el producto escalar (h, g) f hgdt para |h|| =1y g = H 2| resulta
(L(e))* < 2(b~ a) B(a)

satisfaciéndose la igualdad si y sélo si H 2| = K, es decir, si y sélo si t es proporcional a

la longitud de arco.

Lema 6.4.1. Seanp,q € M y~: [a,b] — M una geodésica minimizante uniendo y(a) = p
con vy(b) = q. Entonces para toda curva «: [a,b] — M diferenciable a trozos que una

a(a) =p con a(b) = q se tiene que
E(y) < E()
ddndose la igualdad si y solo si « es geodésica minimizante.
Proposicién 6.4.2 (Primera variacién de la energia de una curva). Sea a: [a,b] — M
una curva diferenciable a trozos en M y f: [a,b] X (=06,0) — M wuna variacion de «. Si
E: (-0,0) — R es la funcion energia, entonces
b Do
B0 =~ o (V5 ) de oV0).00) - oV (a0’ 0)
k
=Y g(V(t), () = (1))
i=1

donde V =V (t) es el campo variacional de f.
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Una aplicacién inmediata de la féormula de la primera variacién de la energia es la

siguiente caracterizacién de geodésicas

Proposicion 6.4.3. Una curva diferenciable a trozos a: I — M es una geodésica si y

L S , , dE () —
solo si para toda variacion propia de o se tiene que <=(0) =0

Observacion 6.4.1. La proposicién anterior suministra una caracterizacion de las geodésicas
como puntos criticos de la energia siendo las geodésicas soluciones de un problema varia-

cional y con caracter global, no local.

Proposiciéon 6.4.4 (Segunda variacién de la energia de una geodésica). Sea
v: la,b] — M una geodésica en M y f: [a,b] X (=6,0) — M wuna variacion de . Si

E: (=4,0) — R es la funcidn energia de la variacion, entonces
b 2
DV
E"(0) = - / g <Va e + R(V, 7,)7/> dt
k
pv . DV _
Yo (v 2 e - 5 e)

DV DV
0 (v, 5 0) <o (Vi o @)
D of ) — g (29 /
o (307 0) ~o(F 5@
donde V =V (t) es el campo variacional de f y R es la curvatura de M.

Observacion 6.4.2. Muchas veces es conveniente escribir la férmula de la segunda va-

riacion de la energia en la “forma indice” dada por

B(0) =L,(V. V)
+o (200 0) o (oo @)

b DV DV
donde I,(V,V) = / {g <?’ W) —g(R(Y, V)V, ’y’)} dt

6.4.3. Aplicaciones. Teorema de Bonnet-Myers y teorema de Synge-
Weinstein.

Teorema 6.4.1 (Teorema de Bonnet-Myers). Sean M™ una variedad de Riemman

completa. Supongamos que la curvatura de Ricci satisface

Cmwn—=1
Ricy(V,7) > T—zgp(v,v)

para todo p € M y v € T,(M). Entonces M es compacta y el didmetro de M es menor o

igual que Tr.
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Corolario 6.4.1. Sean M"™ una variedad de Riemman completa. Supongamos que la cur-

vatura de Ricci satisface

Ricy(V,70) >

para todo p € M y v € T,(M). Entonces el recubrimiento universal de M es compacto.

En particular, el grupo fundamental de M es finito.

Corolario 6.4.2. Sean M™ una variedad de Riemman completa con curvatura seccional
K satisfaciendo que

1
K, (U,W) > = >0

2
r
para todo p € M yv,w € T,(M). Entonces M es compacta, el didmetro de M es menor

o0 igual que mr y el grupo fundamental de M es finito.

Teorema 6.4.2 (Teorema de Weinstein). Sea F': M — M wuna isometria con M™
variedad de Riemman orientada y compacta. Supongamos que M tiene curvatura seccional
positiva y que, st n es par, F' preserva la orientacion de M y sin es impar, F invierte la

orientacion de M. Entonces F tiene un punto fijo.

Teorema 6.4.3 (Teorema de Synge). Sea M™ una variedad compacta, orientable, de

dimension par y con curvatura seccional positiva. Entonces M es simplemente coneza.

Corolario 6.4.3. Sea M"™ una variedad compacta de dimension impar con curvatura

seccional positiva. Entonces M es orientable.

Observacion 6.4.3. Es fundamental la orientabilidad en el teorema de Synge pues el

espacio proyectivo de dimensién dos es compacto, no orientable y no simplemente conexo.
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Capitulo 7

Geometria diferencial de

variedades 11.

En este curso se estudiaran las condiciones necesarias para definir una estructura
geométrica en una variedad. Para ello, primero, estableceremos unos resultados bésicos
acerca de la diferenciabilidad en R™ (incluyendo la derivada covariante) asi como sobre
las conexiones lineales sobre una variedad para concluir con el estudio de los subespacios
horizontales H del espacio tangente T M = éJM T, M de una variedad M. También se

xT
realizara un estudio andloga sobre el fibrado de las referencias en R™.

El programa del curso se detalla a continuacién:

7.1. Introduccién al calculo diferencial en R".

7.1.1. Diferenciacion en R™.

7.1.2. Derivada covariante en R".
7.2. Conexion lineal sobre una variedad.

7.2.1. Enfoque axiomatico.

7.2.2. Enfoque tensorial o clésico.

7.2.3. Conexiones definidas por caminos.
7.2.4. Enfoque por fibrados.

7.2.4.1. Transporte paralelo definido por una distribucién hori-
zontal en L(M).
7.2.4.2. Distribucién horizontal en T'(M) definida por una distri-

bucién horizontal en L(M).
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7.1. Introduccion al calculo diferencial en R".

7.1.1. Diferenciacién en R".

Sea una funcién F: R” — R™ y U%* c R™. Decimos que F es diferenciable en p € U

si existe una transformacién lineal 7: R™ — R™ tal que para cada v € R"
F(p+wv) = F(p)+T(v) + [lv] - £(v)

donde e(v) — 0, v — 0, o equivalentemente si se satisface que

i [F (0 +0) = F(p) = T(0)]

=0
v—0 [[o]]

Proposicion 7.1.1. En las condiciones de antes, la aplicacion lineal asociada es unica y
viene dada por
T(v) = Fi(p)(v), veR"

con lo que

T(v) = lim F(p+tvt) — F(p)

que coincide con la derivada direccional de F' en la direccion de v € R"™

Proposicion 7.1.2.

1) F,G diferenciables en p, entonces \F + uG es diferenciable en p para cada A\, € R.

Ademds, en estas circunstancias,
Dy,(A\F + pG) = AD,F + uD,G
para cada v € R™.

11) Para F diferenciable en un punto p se tiene que
Dy, 4y B = ADy F + D, F

para cada A\, p € R y cada vi,ve € R™.

n .
1) Si tenemos {vi,...,v,} una base de R™, v =" X\v;, entonces
i=1

n
DyF =Y XDy F
i=1

1v) Para {e1,...,e,} base candnica de R" y f: R" — R definimos

of _
(%i T

De, f
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En virtud de la propiedad anterior

v(f) = Dyf = Z)\Za_wi
=1
n .
siempre que v =Y, N'v;.
i=1
7.1.2. Derivada covariante en R".
Para X € X(R"™) campo de vectores diferenciable,
X:R* — R, (z1,...,2,) — (z},...,2")
donde 2 = z*(x1,...,7,) y para v € R™ se define la derivada direccional del campo X

(DyX)p = (v(zh),...,v(z"))

que surge de desarrollar la expresién

X X
(D, X), = lim (p+ tvt) (p)

Si generalizamos tomando dos campos de vectores diferenciables en p, a saber, X|Y €

X(R™) definimos la derivada covariante en R™ de Y en la direccién de X como

(DxY)(p) = Dx, Y = (Xp(Y1),..., X,(Y"))

dot 9

Tomando a: I — R" tal que a(0) = p y o/(0) = X}, resulta que X, = >~ <G5~ v por
tanto ( ) ) ( )
Y o IY" o«
DxY = —— e, ——=
(DxY)(p) ( e A |t:o>

Proposicién 7.1.3. Dados X,Y,Z € X(R") se tiene que
1) Dx(Y+Z)=DxY +DxZ
1) DxyvZ =DxZ+ DyZ
m) DixY = fDxY
v) Dx(fY)=X(f)Y + fDxY
obteniendo ast el operador

D: X(R") x X(R") — X(R")
(X,Y) < DxY
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7.2. Conexion lineal sobre una variedad.

Definicién 7.2.1 (Conexién lineal). Dada una variedad diferenciable M de dimensién

n, una conexion lineal sobre M es una aplicacion

V: 2(M) x (M) — X(M)
(X,Y) — VxY

que verifique las propiedades
1) Vx(Y+Z)=VxY +VxZ
1) Vx4vZ =VxZ+VyZ
m) VexY = fVxY
V) Vx(fY) = X())Y + fVxY

donde f € §(M) (funciones diferenciables)

7.2.1. Enfoque axiomatico.

Dada una carta (U,z,...,x,) podemos expresar la conexiéon como combinacién lineal

de los elementos de la base {8%1, ce a%} de la forma

Vi3 Z b

Si elegimos otro sistema coordenado (U, Z1, ..., Z,) entonces

Z af (31’7

La relacion existente entre los coeficientes de una conexién respecto de las bases
0 0 0 0
Oxl” 7 ozn | ozl oxn

_ ox' dxd Oz 9%zt oz
Y k
I Z T 0z 0P Ox* + 0z0xP8 Oxk

viene dada por

(7.1)
k=1

Definicién 7.2.2 (Tensor de torsién). Dada M variedad diferenciable de dimensién n

y una conexién lineal V sobre M, se define el tensor de torsién de tipo (1,2) como

T: X(M) x X(M) — X(M)
T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
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Los coeficientes del tensor vienen dados por

o 0 = 0
7= (5550 ) = 20 (- 1) s

Definicién 7.2.3 (Tensor de curvatura). Dada M variedad diferenciable de dimensién
n y una conexién lineal V sobre M, se define el tensor de curvatura de tipo (1,3)

Ccomo
R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vixy|Z

Los coeficientes del tensor vienen dados por

g 90\ 0 SO0 O N hpi |9
Rjkl:R(ﬁ@)@ZZ(an?‘ gt 2 LTl =TT )

=1

Si tenemos {Ey, ..., E,} una base de campos de vectores y {6,...,6"} su base dual
(1-formas diferenciables) se tiene que
n .
VxE; =) 60i(X)E;, X € X(U)
i=1

donde 9;» (X) son las formas de conexién asociadas a V respecto de la base {E,...,E,}

7.2.2. Enfoque tensorial o clasico.

En una variedad M, consideremos un campo de vectores diferenciable X que respecto
3 g 1 . g 1 v _ yid oX*¢
a un sistema de coordenadas (U, (z*,...,z")) se expresa por = X = X'z En general, %7

no representa a un tensor de tipo (1,1) porque no se satisface la ley del cambio de base.

Ocurre lo mismo para cualquier campo tensorial. Trataremos de generalizar la operacién
de derivacién parcial, que se comporte como la derivada ordinaria, y cuyo resultado sea

un nuevo tensor. La denominaremos derivaciéon covariante

Definicién 7.2.4 (Derivada covariante). La derivada covariante del campo de vec-
tores X viene dado por el tensor cuyas componentes son
A oXx* _
i _ i k
X;j T 9y +FJkX
donde I‘; j; Son n3 funciones diferenciables, denominados coeficientes de la conexién, satis-

faciendo la ley relativa del cambio de base dada por (7.1).

1 . , . . . . , T
Suprimiremos el simbolo del sumatorio, adoptando el convenio de Einstein, segin el cual, indices en
factores distintos de un mismo sumando colocados uno arriba y otro abajo, indica sumatorio en todo el

rango del indice.
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La derivada covariante de un tensor K de tipo (p,q) viene dado por el tensor cuyas

componentes son
iy
iveip 91y

i 11 ta—1liat1p h i1lp
L = L T -1y K
Ji-daik oxk Kl

Ji--dq kjs ™ j1-jp—1higt1-da
Definicién 7.2.5 (Tensores torsién y curvatura). Se denomina tensor torsion al

tensor de tipo (1,2) cuyas componentes vienen dadas por

i

i i
gk = Lk T L kj
Se denomina tensor de curvatura al tensor de tipo (1,3) que tiene por componentes
i i
N

De imponer que las derivadas covariantes segundas sean independientes del orden de

h i h i
+ Tl — Tk,

derivacion surge que el tensor de torsion y de curvatura deben ser nulos.

Definicién 7.2.6 (Espacio de Riemman). Decimos que g es un tensor métrico sobre
M a cualquier campo de tensores de tipo (0,2) sobre M simétrico, no degenerado y de indice
constante. En otras palabras, g es una asignacion diferenciable que a cada punto x € M le
asocia un producto escalar g, en el espacio tangente T, (M). Se denomina variedad semi-
riemmaniana o espacio de Riemman a una variedad provista de un tensor métrico g.
Como caso particular, si el indice es nulo, obtenemos una variedad de Riemman y si el

indice es uno con dim M = n > 2 se tiene una variedad de Lorentz.

Definicién 7.2.7 (Simbolos de Christoffel de segunda especie). Se prueba que
se puede definir una conexion, conocida como conexion riemmaniana, a partir del
tensor métrico g que permita la operacion de derivacion covariante , obteniéndose el tensor
de curvatura, satisfaciendo que el tensor torsién y que la derivada covariante del tensor

métrico obtenida mediante la conexién sean nulos. Dicha conexién viene dada por los

rk lgkh (39jh 9gin 391']')

coeficientes

gD oxt  Oxd  OxM
que se conocen como simbolos de Christoffel de segunda especie, donde los g son

los coeficientes de la matriz inversa de la formada con los g;;

Definicién 7.2.8 (Tensor gravitatorio de Einstein. Tensor de Ricci.). El tensor

gravitatorio de Finstein, que es simétirco, se define por
1
Gij = Sij = 579

donde S;; = Rf‘jh es es tensor obtenido por contaccién del tensor curvatura en el ltimo

indice que se conoce como tensor de Ricci.
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7.2.3. Conexiones definidas por caminos.

En una variedad diferenciable M de dimensién n, los espacios tangentes T, M, T, M
para x,y € M son isomorfos (al ser de la misma dimensién) pero no son canénicamente
isomorfos como en R”. Una forma de definir dicho isomorfismo es considerando un camino
7:[0,1] — M, 7(t) = (z'(t),...,2"(t)) satisfaciendo 7(0) = z, 7(1) = y y definiendo la

aplicacion 7, : T, M — T, M dependiente de 7 y de los puntos = e y que satisfaga
a) Tpy = Tay O Tz, 2 € T((0,1))
b) Tyz = T;yl, x,y €M
Trataremos de encontrar un isomorfismo
it Trioy — Trqys T(v0) := vt = At 0o

donde A; es una matriz no singular cuyos coeficientes son diferenciables. Derivando respec-
to de t resulta vy = A; - A, Loy pues vy = A Ly;. Considerando —w; = AtAL 1y asumiendo

que wy = w(x, ), obtenemos la ecuacién
z}t—l—w-vt :0, ’Ut(O) = Vo

que admite solucién exigiéndole cierta regularidad a w. Ademds interesa que dicha solucién
no dependa de la parametrizacién elegida de la curva 7, que surge de pedirle a w sea

homogénea de grado 1, es decir,
w(z, A\T) = Aw(z, &)

Otra cosa a exigir es que la ecuacion sea invariante frente a los cambios de coordenadas,

obteniéndose tras los cdlculos que debe tenerse que

<_a59€ﬁ > Jaxa>vk:0

W + — 3 —w :
Boxk ' dxkxi ko

Tomando wj = F; e i* se tendrfa todo lo anterior y se podria definir el isomorfismo
buscado. El problema reciproco, construir una conexién lineal a partir de un isomorfismo

entre T, My T;) M, lo resuelve el siguiente resultado.

Proposicién 7.2.1. Sea «: [0, 1] — M una curva diferenciable con a(0) = z yo’(0) = X,.

Consideremos un campo de vectores Y sobre «
Y: [0, 1] i Ta(t)M

Entonces se tiene que
1
Vx, Y = %ﬁ% 7 (r (Y (1) = Y (0))

x

donde 1¢: ToyM — ToyM es desplazamiento paralelo a lo largo de la curva a desde
a(0) hasta «(t).
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7.2.4. Enfoque por fibrados.

Recordemos que el fibrado tangente de M, variedad de dimensién n, es

T(M) = U T.M

siendo T, Muna subvariedad regular n-dimensional de T'(M) por ser la proyeccién canénica

m: T(M) — M una submersioén.

Definicién 7.2.9 (Subespacio vertical). Un vector tangente a 7'(M) en un punto
v € T(M) se dice que es vertical si es tangente a la subvariedad T'(,)M. Denotaremos al
conjunto de los vectores verticales en v € T'(M) por V),

Ademas se pueden caracterizar de la forma
WeX(T(M)) < m.(W)=0

Para A € R — {0}, consideremos el difeomorfismo \: T'(M) — T'(M), A(v) = X-v con

aplicacion inducida A, cuya matriz asociada es

() = (Ag o )

Por otra parte sea H una distribucion que cumpla que
a) T,(T(M))=H,®V,
b) A(H,) = Hyy, X € R~ {0}
c¢) H: v — H, es distribucién diferenciable.

El objetivo es definir una conexion lineal V sobre M. Para ello usaremos ciertos campos

vectoriales auxiliares. Sea Y € X(M) y u € T, M de modo que
Y,=u , V,Y=0

Definimos H, = Y.(T,M). Se tiene que H, es un subespacio vectorial n-dimensional de

T,(T(M)) que no depende de Y y que satisface las propiedades anteriores.

Definicién 7.2.10 (Subespacio horizontal). El subespacio de T\,(T(M)) definido por
H, se denomina subespacio horizontal y a la distribucién H se conoce por distribucion

horizontal sobre T(M) o conexion en el fibrado tangente T'(M).

7.2.4.1 Distribucién horizontal en L(M).

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional. Para cada x € M, denotamos

L, ={B, / B; base de T, M }
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y consideremos

L(M) :meUMLx = {(z;v1,...,v5) / {v1,..., 05} base de T, M }

La proyeccién natural definida por mw(z;v1,...,v,) = = es submersién y se prueba que si
{(Ua, gpa)}aeA es una atlas sobre la variedad M entonces {((7&, &a)}aeA permite definir
una estructura de variedad diferenciable sobre L(M) que se conoce por fibrado de las
referencias lineales sobre M.

Consideremos las siguientes aplicaciones diferenciables
a) Si GL(n,R) el grupo lineal general
¢: L(M) x GL(n,R) — L(M)
o(p,a) = <£U; En: aivg, ..., i a%vi>
i=1 i=1
que induce sendas aplicaciones diferenciables

¢a: L(M) — L(M) R, =¢,: GL(n,R) — L(M)
P — pa a — pa

La aplicacién R, se llama traslacion a la derecha.

b) Para un abierto coordenado U de M, la aplicacién

sy: U — L(M)
9 9 )

Xr — SU(x) = ({E, w‘x, ey 8J:_"|J:

que se conoce como seccion local candénica o campo de referencias bdsico.

Ademaés 7o sy = 1p.
c) Para un abierto coordenado U de M, la aplicacién

h: U x GL(n,R) — U = = 1(U)
(z,a) — h(z,a) = sy(z)a

es difeomorfismo.

La definicién de verticalidad en L(M) es andloga a la de T'(M).
Sea ahora V una conexién sobre M, la distribucién definida por Hy, = s,(1,, M) donde

s: M — L(M), s(x) = p es un campo de referencias que satisface que
Vus =0, Yu e T, M
cumple las propiedades

a) T,(L(M)) = H, ® V)
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b) (Ra)«(Hp) = Hpa
c) H: p — H, es distribucién diferenciable.

7.2.4.2 Transporte paralelo deducido por una distribucién horizontal en L(M).

Veamos el reciproco de la construccién anterior; es decir, si tenemos una conexioén en
L(M) dada por una distribuciéon H verificando (7.2.4), entonces se puede construir un
transporte paralelo en M y por tanto dar una conexién en M (segun la definicién de
Koszul).

Definicién 7.2.11 (Levantamiento horizontal). Dado un campo de vectores X sobre
M, existe un tnico campo de vectores X sobre L(M) horizontal y que se proyecta en X,
es decir,

Xp S Hp, W*(Xp) = Xw(p)

para cada p € L(M), que se denomina levantamiento horizontal de X.

Una curva diferenciable v: [0,1] — M se denomina horizontal si sus vectores tan-
gentes /(t) son horizontales. Dada una curva diferenciable a: [0,1] — L(M) sobre M, de-
finimos el levantamiento horizontal de o como una curva horizontal a: [0,1] — L(M)

que se proyecta en a, es decir, T o @ = a.

Proposicion 7.2.2. 57V es una conexion sobre M, entonces por integracion de las ecua-

ciones diferenciales ordinarias,

podemos transportar el espacio tangente a lo largo de curvas en M. Sip = (z;eq,...,e,) € L(M)
y « es una curva en M con «(0) = x, entonces por transporte paralelo definimos una curva

diferenciable
t— &(t) = (a(t); Ey (t)v e aEn(t))

en L(M), donde cada E; € X(M) es el transporte paralelo de e; = E;(0) a lo largo de a. Y
~/

como se verifica que Vo E; =0 para cada i = 1,...,n, resulta que a'(t) € Ha/(t\)’ es decir,

a es una curva horizontal.

Definicién 7.2.12 (Transporte paralelo). Sea L,y = 7 *(a(t)) la fibra sobre a(t),

es decir, el conjunto de todas las referencias lineales de T ) (M ). Definimos

Tt Loz(O) — Loz(t)
p— 7(p) = at)
donde @ es el levantamiento horizontal de o con @(0) = p. Decimos que la aplicacién 7; es

el transporte paralelo a lo largo de a.
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Este desplazamiento en L(M) paralelo permite definir el transporte paralelo en M.

Todo p = (x;e€1,...,e,) € L(M) determina un isomorfismo
PR — T (M), B(§) =Y Ees
i=1

que satisface que pa(§) = p(a&), V& € R™,Va € GL(n,R) donde af es el producto usual
de una matriz de orden n por un vector de R™.

Sia: [0,1] — M es una curva en M y v € Tp(M), sea a: [0,1] — L(M) el levanta-
miento horizontal de « con valor inicial @(0) = p. Como el vector v se expresa de forma
unica respecto a la referencia de p, existe un tnico £ € R"™ tal que p(§) = v. Definimos en-

tonces el transporte paralelo en M sobre la curva a, como la aplicacién, (también denotada

por 7¢)
7 To(M) — Ta(t)(M)

v mi(v) = A)()

que es un isomorfismo entre espacios vectoriales.

Hemos definido a partir de una conexién H en L(M) un transporte paralelo en M.
Si H estuviera definido por una derivada covariante V en M, este transporte paralelo
definido por H coincide con el que determina V.

7.2.4.3 Distribucién horizontal en T (M) definida por una distribucién hori-
zontal en L(M).

Expondremos otra manera de definir la conexién en T(M) a partir de la conexién
en L(M). Dada una conexién H en L(M), existe una unica distribucién K: v — K,
diferenciable sobre T'(M) tal que

T,(T(M)) =K, ®V,, YvoeT(M) (7.2)
Definimos, para vy € T'(M),
Ky, = (hﬁo)*(Hpo)

donde py € L,, C L(M) es una referencia en o = 7(vp), siendo &y las coordenadas de
v respecto a po, esto es, po(&o) = vo y hey: L(M) — T'(M) definida por he,(p) = p(&o)-

Esta aplicacién satisface (7.2) y

A(Kyy) = Ky, YA€ R — {0}
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Capitulo 1

Revision de la Teoria de Fourier.

En este capitulo haremos un breve repaso de los conceptos basicos de la teoria de
Fourier para sucesiones (y para funciones aunque con menos profundidad) para mostrar
que los filtros desempenan un papel esencial en la aplicaciéon a las wavelets. Pretende ser
una guia autocontenida de los resultados clave de dicha teoria, asi como de la teoria de
filtrado que posteriormente usemos. Como textos de referencia véanse [8] y [1] donde se
describen con detalle la DFT y tépicos relacionados asi como las técnicas béasicas para

tratar los diversos incovenientes que pueden presentarse.

1.1. Transformada de Fourier de secuencias infinitas.

. .z . oo . .
Consideremos una sucesion real o compleja {at} - del espacio [?(Z), es decir,
t=—00

oo
Z lag)? < oc.

t=—00

La transformada de Fourier discreta (DFT) de {a;} viene dada por

A(f) =) ae I (1.1)

t=—o0
donde —oo < f < oo se conoce como frecuencia.
La funcién A = A(f) suele llamarse también andlisis de Fourier de {a;} e intuiti-
vamente puede ser interpretada como un intento de medir cudnto coinciden las sucesiones
{as} y {e727/} esto es, cuanto mayor es |A(f)|, mas coinciden tales sucesiones.

Es facil comprobar que A = A(f) tiene periodo la unidad, es decir,
Alf+7)=A(f), jezZ (1.2a)
y que en sucesiones reales, {a;} C R, se satisface que

A(=f) = AX(F) (1.2b)
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De la condicién (1.2a) se concluye que la informacién que posee A = A(f) se encuentra

en cualquier intervalo de tamano la unidad. Elegiremos, por convenio, que

)

DN | =

A=A(f), Ifl<

mientras que de la condicién (1.2b) se sigue que la funcién médulo de la DFT de sucesiones

reales es simétrica par, es decir,

ANl =A=f)l, [eR.

La transformada inversa de Fourier, o ecuacion de sintesis, de A = A(f)

viene dada por

a; = /§ A(f)e?m It te (1.3)

NI

por lo que {a;} y A = A(f) son dos representaciones distintas de la misma entidad

matematica que se denominan par de Fourier y que denotaremos, en adelante, por
{a;} — A()

significando que se satisfacen las relaciones dadas en (1.1) y (1.3).

De la relacién dada por (1.3) se observa que cuanto mayor es la cantidad |A(f)|, mayor
es la importancia de las sinusoidales de frecuencia f en la reconstruccién de {a:} a partir
de A = A(f).

Recordemos la identidad de Parseval para {a;}, {b:} € [*(Z) tales que

{ac} — A() , {bi} — B()

que establece que
o

> ati= [ ADB (D (1.4)

t=—o00

y cuya inmediata consecuencia es

>l = [ AtPar (15)

N

Otra relacién importante, para {a;} «+— A(-) con {a;} € [*(Z), es la funcién de
transferencia de las subsucesiones formadas por los elementos de indice par/impar que

vienen dadas por

{agt} “—>

(a(f)+a(5+1)). (1.6a)

ei;rf (A (%Z) _A<%+%>)_ (1.6b)

N |

{a2t+1} —
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1.2. Convoluciéon y filtrado de secuencias infinitas.

Dadas {a;}, {b:} € I2(Z) se define la convolucién como

[e.e]

axby= > aybpu, tEZ

U=—00

que, en general, no es un elemento de [?(Z). Asumiremos, en adelante, que todas las
convoluciones consideradas caen en (%(Z).

La propiedad mds importante de la convolucién de sucesiones es que para
{a;} «— A("), {b} —— B(:) entonces

{axbi} — A()B() (1.7)

que se parafrasea mediante “convolucion en el dominio tiempo equivale a multiplicacion
en el dominio frecuencia”.

La correlacion cruzada compleja, para,
{a:} — AC) , A{bi} — B()

se define mediante

a* xby= Y afbyy, tEZ (1.8)
y que satisface que
{a* * bt} — A*()B() (1.9)

por lo que una consecuencia inmediata es que

{a" xa} — |A()P

o0

donde a* xa; = > afai4y, t € Z que se conoce como autocorrelacion de {a;}.
U=—0
Denotando las componentes de la convoluciéon apropiadamente, se obtiene la nocién

de filtrado. Considerando {a;} el filtro y {b;} la sucesién a filtrar, entonces {a x b;} es el

resultado del filtrado, es decir, la versién filtrada de {b;}. La representaremos de la forma

{be} — — {axbi} (1.10a)

o equivalentemente, dado que {a;} «—— A(-),

{b} — [A()|— {axb} (1.10b)

pudiendo referirnos igualmente a él como “filtro {ay}” o “filtro A(-)” siendo {a;} la

secuencia impulso-respuesta y A(-), la funcion de transferencia.
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Observacion 1.2.1. En algunos casos, para explicitar el valor de la variable en la que

actia A(-), podremos utilizar la notacién

{b} — [A(f)|— {axbi). (1.10¢)

Como en general la funcién de transferencia A(f) toma valores complejos, es conve-

niente considerar su representacién polar

AG) = JAGIY,If1 <

donde las funciones definidas por |A(f)| y 6(f) se conocen respectivamente como ganancia
y fase del filtro (obsérvese que 6(f) esta bien definido cuando |A(f)| > 0).

Ejemplo 1.2.1. En los siguientes ejemplos consideraremos una serie temporal que serd

usada para ilustrar los resultados de filtrarlo a través de uno de paso alto y otro de paso

bajo. Sea
L
=Y G, t=...,~1,0,1,...
=1
donde C; y ¢; son reales tal que |¢;| < 1 teniendo por transformada de Fourier
L
1— 7
B(fy=) C !
() ; - 2¢ycos (2 f) + qSlQ
Tomaremos, por ejemplo, L = 2 siendo
_ 3 _ 1
Cl — 16 02 - 20
(bl - % ) ¢2 = _%

A) FILTRO DE PASO BAJO. Supongamos la secuencia impulso-respuesta dada

por
1 _
5 »t=0
a=q3 ,t==%Il
0 , resto

con funcién transferencia dada por

1 < < 1 1
A(f) = 1 (eme + 6727”f) + 3=3 (cos (27 f) + 1) = cos? (7 f).
La representacién grafica que se tiene en la figura 1.1 sugiere que el filtro {a;} es
un filtro de paso bajo: preserva las componentes de frecuencia baja y atenua las de

frecuencia alta.

Fase Investigadora.



1.2 Convolucién y filtrado de secuencias infinitas.

131

B)

C)

{be} {at} {a*b}
0.25 0.5 0.25
] —4 4 ] —4 4 ) —4 4 i
—0.25 —-0.5 —0.25
B() A(-) A(1)B(-)
1 1
\_ J / \
—0.5 0 0.5 —-0.5 0 0.5 —-0.5 0 0.5

Figura 1.1: Filtrado a paso bajo de la serie {b;}.

FILTRO DE PASO ALTO. Supongamos la secuencia impulso-respuesta dada por

1 _
5 ,t=0
ag = -1 t=+1
0 , resto
con funcién transferencia dada por
1 2mif —2mif 1 1 2
A(f):_Z <e +e >—|—§:§(1—cos(27rf)):sen (mf).

La representacion grafica de la figura 1.2 sugiere que el filtro {a;} es un filtro de paso

alto: preserva las componentes de frecuencia alta y atenta las de frecuencia baja.

CASCADA DE FILTROS. Supongamos que {am}, m =1,..., M son M filtros,
con correspondientes funciones de transferencia A,,(-), que forman una cascada de

filtros donde {an,+} es el m-ésimo filtro cuya entrada es {b;} y cuya salida es {c;}

) — 40| = = [Au0)] — {a)

Se prueba que existe un filtro equivalente a la cascada de filtros
{b} — [{ar}| — {er}

Apn(f) que se obtiene mediante la convolucién sucesiva de los
1

donde A(f) =
filtros.

=t
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{bu} {a:} {axb}

0.25 0.5 0.25
2e°e * > *es ‘v 'Io.o o.ol' vs
—4 4 —4 |, 4 —4 4
—0.25 —0.5 ~0.25
B(:) A() A()B()

\1 J\l/Ll J
0.5

-0.5 0 0.5 —-0.5 0 -0.5 0 0.5

Figura 1.2: Filtrado a paso alto de la serie {b;}.

Ademss si el m-ésimo filtro satisface que am k,, # 0 YV @m Kpt+Lm—1 7 0 siendo
am, = 0 para todot < K,, =1yt > Ky, + Ly, esto es que tenga anchura L,, € Z",

entonces la funcién de transferencia viene dada por

Km~+Lm—1

Am(f) _ Z am’te—Qﬂft

t=Km

y la anchura del filtro equivalente, por

M
L= Ln—M+1. (1.11)
m=1

1.3. Transformada de Fourier de secuencias finitas.

Supongamos {at}i\fol una secuencia real o compleja finita. La transformada discreta

de Fourier (o ecuacién de andlisis) viene dada por
N-1 .
Ag=) ae ™™~ k=0,...,N—1, (1.12)
t=0

que corresponde a A = A(%) La ecuacién (1.12) permite definir una sucesién que es

periodica de periodo N términos, es decir,
Ak:Ak+nN7 k=0,...,N—1

para n € Z.
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La transformada inversa de Fourier (o ecuacién de sintesis) queda

N—-1
1 ok
a; = = ];0: AN k=0, N—1, (1.13)

y anédlogamente denotamos

{ar} — {Ar}

para representar que se satisfacen (1.12) y (1.13).

Se tienen resultados similares para {a;} «— {Ax} , {b:} «— {Bx} dados por

N-1 1 N-1
* *
atbt = N AkBka
t=0 k=0
N-1 1 N-1
2 2
™ = = D Al
N
t=0 k=0

1.4. Convolucion y filtrado circular de secuencias finitas.

Consideremos {a;} ot v {0}V con {a;} «— {Ax}, {b:} «— {By}. Definimos la

convolucion circular de {a;} con {b;} a la secuencia

N-1
axb = Zaubt—umodNa t=0,.... N—1
u=0

que resulta de convolucionar {a;} con la extensién periédica de {b;}.
Obsérvese que dada una secuencia finita de términos by, ...,bn_1, la sucesién definda
por
bt:btmodNa teZ

es periodica de tamano N y se conoce como extension periodica de {b;}. En adelante,
salvo mencién expresa, siempre que se utilice la notacion b, g 4, €l subindice de la suce-
sién se referird al valor obtenido de calcular el resto del argumento izquierdo de 'mod’ ()
al dividir por el argumento derecho del 'mod’ (y) pudiendo contener, ambas expresiones,
las operaciones aritméticas.

Dos conceptos relacionados muy importantes son la correlacion cruzada compleja

circular y la autocorrelaciéon circular, definidas, respectivamente, por

N—-1

a**btzza;bu+tmod]v,t:o,...,N—1 (1.14)
u=0
N-1

A" xay =Y huptmod N> t=0,...,N—1 (1.15)
u=0
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cuyas funciones de transferencia son, respectivamente,

N-1
3" atbe N = ApBy, k=0,...,N 1 (1.16)
t=0
N-—1

a*ae 2N = |Ay%, k=0,...,N -1 (1.17)
t=0

que representamos por

{a* % b} «— {A:By} , {a* xa;} «— {|Ax)?}

(recordamos que A} = A*(£)y By, = B(£)).

1.4.1. Filtros periodizados.

Para filtrar una secuencia finita con un filtro infinito, construimos la extensién periodica

de la secuencia finita a filtrar y la filtramos normalmente. Resulta que, para un filtro infinito

{at}tez y una secuencia finita {b; 1{261,

[e.e]

Ct = ZavbtfvmodNa t=0,....,N -1
V=—00
el resultado de dicho filtrado y puede expresarse en términos de un filtro circular de tamano
N, denominado filtro periodizado correspondiente a {a;}. En efecto,

Ct = Z Ay bty mod N = Z Ay Ot—y mod N =

V=—00 n=—oo u=niN
co N-1

= Z Z QutnN * Ot (utnN) mod N =

n=—o0 u=0

N-1 0 N-1
= b = ay - b
Qu+nN | Ot—u mod N u " Ot—u mod N
u=0

n=-—00 u=0

donde

o
aj = Z atinN, t=0,... N—1

n=—oo

se conoce como periodizacién de longitud N de {a;}. En esencia el filtro {a;} se corta en
bloques de N coeficientes

ey ANy, Q1,00 . yAN—-1,ANy...,AOIN -1y - -

bloque n=-1 bloque n=0 bloque n=1
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que son solapados y sumados para obtenerlo.

bloque n=-1 a_N ... a_q
+ +
bloque n=0 ag ... GN_1
+ +
bloque n=1 aN ... QoN—1
+ +
\ \
filtro periodizado | af ... a%_;

Si consideramos
{a7} «— {47}

y A(+) la funcién de transferencia de {a;} se tiene que

En adelante denotaremos

{br} — [{AR)} | — {er}

de la forma compacta

B — A(%) —C

donde se considera B = (bg,...,by-1) y C = (co,...,cN-1).
De la construccién de un filtro periodizado se sigue que cuando el filtro tiene anchura

L < N, esto es,
ap-ar17#0 AN a=0,t<0V t>1L

entonces su periodizacién a longitud N resulta

ag ,0§t<L
0 ,L<t<N

o _
at -

Finalmente destacar que aunque un filtro {a;} sea normalizado de la forma
[e.e]
2 laf =1
t=—o00

el correspondiente filtro periodizado de longitud N, {a?}, en general, no satisface la misma

propiedad.
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Capitulo 2

Transformadas ortonormales de

series temporales.

El objetivo de este capitulo es el estudio de los conceptos subyacentes en las transfor-
madas ortonormales dada su particular aplicacién en la definicion del andlisis wavelet. Se
trata, por tanto, de re-expresar una serie temporal a través de su transformada de forma
que pueda ser facilmente reconstruible a partir de ésta y que consiste en “agrupar” toda la

informacién que contiene la serie en una forma distinta que facilite el andlisis de los datos.

2.1. Revision de la teoria basica de transformadas ortonor-
males.
Consideremos dos vectores de dimensién N,

Lo Yo

TN-1 YN-1

El producto interior de X e Y es

N-1

(X, Y)=X"Y =Y x\v,
t=0
mientras que la energia de X viene dada por
ex = | X

donde la norma al cuadrado es,
N-1
IX|]* = (X, X) =X"X = )" X7
t=0
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El grupo ortonormal de orden n para transformaciones ortonormales entre espacios

vectoriales reales es
O(n) = {0 € M,(R)/OT -0 =1I,}
donde M, (R) es el espacio vectorial real de las matrices cuadradas de orden n con coefi-

cientes reales.

Observacién 2.1.1. Téngase en cuenta que la k-ésima fila de la matriz O7 coincide con

la k-ésima columna, de la matriz O, es decir, O%. = O

Supongamos que O € O(N), si denotamos, para j,k € {0,..., N — 1}, mediante O,
v Qe a las fila j-ésima y la columna k-ésima respectivamente de O, podemos escribir,

teniendo en cuenta la observacion 2.1.1 que
Ofe
O: :[0007“' 7O.N—1]

T
ON—lo

deduciéndose de OT - O = I las relaciones de ortonormalidad

(O, Oair) = Oty {Ojea, Ojra) = 8j js (2.1)
donde
1 ,i=1¢
0iir =
0 resto

Podemos analizar (o descomponer) la serie X respecto a la matriz ortonormal O sin

mas que premultiplicarla por esta tltima resultando que

(X, Ove) Oo
0=0X-= : =
(X,0n-14) On-1
siendo Oj el j-ésimo coeficiente de la transformada (es decir, el j-ésimo elemento de O)
dado por O; = (X, Oj).

Debido a que OT - @ = Iy, obtenemos la ecuacion de sintesis

N-—1 N—-1
X=0T0=> 0,0i=> (X 0;)0;.
j=0 j=0

Una propiedad importante de la transformada ortornormal es que se trata de una

transformacién isométrica, es decir, preserva la energia en la transformacién

eo = ||0]? = (0X, 0X) = (0X)T(0X) = XTOTOX = XTX = |X|*> = ex.

Fase Investigadora.
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Dado que
esX:ZXtZ , €0 :ZO?

podemos decir que la secuencia {X?} describe cémo se descompone la energia a lo largo
del tiempo mientras que {sz-}, describe cémo se descompone a lo largo de los coeficientes

de la transformada.

Teorema 2.1.1 (Teorema de la proyeccion). La mejor aprozimacion, en sentido de

minimos cuadrados, de X en el subespacio
<00" s 7ON/710>

para N' < N wviene dada por
N'—1

X = Z OéjOj.
7=0

donde a; = (X, Ojq) = O; siendo

N-—1

el = IX - X|2 = Y 02
J

j=N'

el mds pequeno de los resultantes con las posibles elecciones de o ; pues se tiene que

N/ —1 N—-1
le|>= 3" (0; —aj)?+ 3 02
j=0 J=N'

por lo que su valor minimo viene dado por

N-—1
e = 3~ 02

j=N'

2.2. Transformada ortornormal compleja.

Es de interés generalizar el desarrollo anterior al caso en que la transformacién orto-

normal sea entre espacios vectoriales complejos, es decir,
O(n) = {0 € M,(C)/0" .0 =1,}

donde O = (O*)T representa la transpuesta en sentido hermitiano de O.
Andlogamente, denotaremos por (’)ﬁ y por O, a la fila j-ésima y la columna k-ésima
de O respectivamente. Obsérvese que cuando los coeficientes de O son reales, todo esto se

traduce en lo visto anteriormente.
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El producto interior de U,V € C¥ es

N-1
(U, V) =U"vV=> UV
t=0

donde se satisface que
<U7V> - <V7U>*

mientras que la norma al cuadrado,

N—-1
[U|> = (U, U) =U"U= > |t
t=0

que define la energia de la serie temporal {U,},
eu = ||U|?

teniéndose las mismas relaciones de ortogonalidad que las dadas en (2.1).

En estas condiciones tenemos que para X € €, definimos

O= OX (ecuacién de andlisis)

X = 0”0 (ecuacién de sintesis)

como la transformada ortonormal y su inversa basadas en una matriz unitaria
(OHO =1).
Anidlogamente se tiene que ex = €o pudiendo extenderse, el teorema de la proyeccion,

al caso complejo.

2.3. Transformada ortonormal de Fourier discreta.

La transformada ortonormal de Fourier discreta (ODFT) de la secuencia real
finita de longitud N {X;} viene dada por {F}} donde

N-1
1 -
F, = — § Xpe N, k=0,...,N—1
k /—N var; t

se conoce como k-ésimo coeficiente de Fourier de {X;} denotdndose
F=FX

siendo F = [Fy,...,Fn_1] , X = [X0,...,XNn-1] y F = (F}) con

727rt%

Nl

e
Fye =

k,te{0,...,N -1}

Fase Investigadora.
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Figura 2.1: Filas de la matriz F correspondiente la ODFT para N=16 (k=0..7 a la izquierda
vy k=8..15 a la derecha) donde se representan la parte real e imaginaria por cuadrados y circulos

respectivamente.

probéandose que F”F = I. En general, F}, € C satisfaciendo que

FheR (2.2&)

Fn_y =F; (2.2b)

N par = Fy €R (2.2¢)
2

por lo que se deduce que los 2N coeficientes que involucra la contruccion de los Fj, quedan

determinados por N valores reales que son: Fy y Fy (cuando N es par) ademds de las
2

partes real e imaginaria de los Fj con 1 < k < % (hay % — 1, cuando N es par y %,

cuando N es impar). Ademds, también se tiene que ex = ep cumpliéndose que

N-1
2 2 _ 2 ) 2
IFIf = 3 IAf = IR +2- 3 1 +Fy|

1<k<Z

omitiéndose el término entre corchetes para N impar. En adelante, se utilizara esta nota-
cién salvo que se diga lo contrario.
La razon por la que ODFT ha sido 1itil en muchas aplicaciones es porque el k-ésimo

coeficiente de Fourier, F}, puede asociarse a la frecuencia fi = % por lo que la ODFT
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descompone la energia en una base de frecuencias. Considerando que las observaciones se
suceden cada At entonces la frecuencia tedrica fj se corresponde con la frecuencia fisica

k ir ia fisica”= fj, - L
v Az ©s decir “frecuencia fisica”= fi - 13-

Observacion 2.3.1. La relacion entre la frecuencia fisica y tedrica es la dada en el parrafo
anterior. Para aclarar el porqué de la existencia de la frecuencia tedérica debemos considerar
que cuando representamos una serie de datos que se suceden cada At unidades de tiempo
como una sucesion de reales de indice natural queda oculto el tamano del muestreo pasando
a sobrentenderse (debido al indice de la sucesién) que el tamano del muestreo es la unidad.
De aqui en adelante, salvo mencion expresa, nos referiremos siempre a frecuencias tedricas

y periodos tedricos.

En la figura 2.1 se ilustran las columnas de la matriz F de la ODFT para N=16.

Si consideramos la media y la varianza muestral de la serie temporal {X;} dadas por

| V-1
X - Ly
N t=0
1 2 1 <2
0% = NHXHQ X =5=x-X
se prueba facilmente que
— 1
X = —F
VN
% = IFP-X= 5|2 Y IR [HEs
X - N N b 3
1<k<%

de forma que £|F},|? representa la contribucién ala varianza de { X, } debido a la frecuencia
N
frpara 0 <k < 5
La descomposicién anterior permite definir el espectro de potencia empirico o

periodograma de {X;} como

{Pr(fe) : fo=%, k=1,..., 1§}

donde
2| F|? N
TR sk <y
Pr (f k) - 2
| Fe| k= N
N =
que mide cudnto de importante es la frecuencia fi = % (es decir las componentes perio-

dicas de periodo k) para la reconstruccién de la secuencia original.

La transformada inversa ortogonal de Fourier discreta de {F}} resulta

LZ 2Nk =0,...,N —1.

Fase Investigadora.
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Dado que se satisface

N-1
> FiFie= FoFoat Y FeFia+ PN kFy e |[+FyFu ]
k=0 1<k<Z%

definimos el andlisis detallado de orden k de Fourier de {X;} como

FyFre+ Fn_Fn-ke 1<k<Z
Drp=
FnFw, k=4
2 2
y se prueba ficilmente que
N
D]:J{; = 2%(Fk]:k‘0), 0<k< E

donde R(v) = (R(v1),...,R(vy)) para v € CV siendo R(z) la parte real del complejo 2.
Como
FoFoe =X -1

donde 1 representa el vector N-dimensional de unos se tiene que

L2
X = X -1+ D]:,k-
k=1

|2

Ademss, si Dry = [Drko,---,Drrn—1] siendo Fj, = Ay, — iBy, resulta que

2
Dr = \/—N (Ak cos (27 fit) + By sin (27rfkt)> R

estd asociada a la frecuencia fy.

Por otra parte definimos la componente suave y rugosa de orden k de {X;} como

k 15
Spr=X:-14+> Dr; , Rrpr= » Dr;
j=1 j=k+1
pues claramente se tiene que
X=8rr+Rrk

y se observa que S se compone de la media de X y de las k frecuencias més bajas
de Dgj, mientras que Rz se compone de las L%J — k frecuencias més altas de Dg .
En contextos de ingenierfa se denomina a Sz y R las componentes de X filtradas
a paso bajo y alto respectivamente. Noétese que, en virtud del teorema de la proyeccion,
podemos interpretar a Sz como la mejor aproximacién por minimos cuadrados a X en
el subespacio

<]:00""a]:k;o>
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mientras que Rz 1 lo es en el subespacio

<-7:k‘+105 cee 7]:N—l—k;o>

pues Fre = FN_ke-

Se observa que se satisface, para todo 1 < k < %, que

Dry=Srk—Srk-1=Rrr-1— Rrk

Para ilustrar el significado de las componentes suaves y rugosas véase figuras 3.7 3.8
en la paginas 158 y 159 relativas al las series de datos del ejemplo 3.3.2.

Finalmente, estudiemos la transformacion traslacion a la derecha. Consideremos

X = [Xo,. .. ,XN,l]T y sea 7 la transformacién definida por
TX = [Xn_1,X0,X1,...,Xn_o]" (2.3a)
T7'X = [X1,Xs,...,Xn-1,X0]" (2.3b)

y definamos

(n)
"X = T---TX (2.4a)

(n)
T"X = 7!...77'X (2.4b)
Obsérvese que 77 ~'X = X para todo X con lo cual se cumple que
TT ! =1y. (2.5)

Es facil comprobar que las matrices asociadas a 7 y 7 ~! vienen dadas, respecto a las

bases candnicas, por

000 - 00 1 01 0
00 -~ 000 0 0

M(T)=|: @ : y MTh=|:
00 0 0 0 00 0

—_
o
—
o

0 0

respectivamente, y se observa que M (7 ~!) = M(T)T por lo que 7 es una transformacién
ortonormal puesto que de la relacién anterior y la ecuacién (2.5) se sigue que 7-7 7 = Iy.

Ademas la transformada de Fourier de 7"X viene dada por
E’; _ er—i27rm%

con lo que, como |ﬁ;| = | F|, se concluye que “el espectro de potencia de la ODFT de X

es invariante ante las traslaciones”.

Fase Investigadora.



Capitulo 3

Transformada wavelet discreta.

En esta seccién se introduce la transformada wavelet discreta (DWT) que representa la
herramienta béasica para el estudio de las series temporales via wavelet y que desempena un
papel analogo al de la DFT en el andlisis espectral. Estudiaremos el algoritmo piramidal
para el cémputo de la DWT asi como los filtros wavelet y escalados haciendo especial
hincapié en el andlisis de algunos ejemplos concretos a fin de ilustrar los resultados que se

obtengan.

3.1. La esencia de una wavelet.

Una wavelet, como su nombre sugiere (en inglés), es una onda pequena comunmente
conocida como ondicula. Al contrario que la funcién y = sinz, « € R, una ondicula tiene

sus oscilaciones mas significativas en un conjunto limitado del tiempo.

Para cualquier ¢(z) definida en R satisfaciendo que

w [ Zwm)dx 0

@ [ e =1

que imponen que ¥ (z) no sea idénticamente nula (2) y que las dreas que barre 1)(x) sobre

y bajo el eje OX son coincidentes (1) es una ondicula.

En la figura 3.1 se dibujan cuatro ejemplos clasicos de ondiculas, la de Haar, la primera

y segunda derivada de la funcién de densidad Gaussiana de media 0 y varianza o2 con
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g (H) g (mH)
0.5 L 0.5
0.0 —— 0.0
-0.5 o —0.5
-1 -1
-3 0 3 -3 0 3
P (dG) g(M)
0.5 0.5
0.0 0.0
—0.5 —0.5
-1 -1
-3 0 3 -5 0 5

Figura 3.1: Cuatro wavelet cldsicas: Haar, la primera derivada de la funcién de densidad gaus-
siana (normalizada), la segunda derivada (normalizada) y la wavelet de Morlet (parte real en azul

y parte imaginaria en negro). Ver detalles en el texto.

0 =0,44 y 0 = 0,63 respectivamente y la de Morlet con wg = 5, dadas por

1
o V2 “l<zs0 (m) 2(1—30—3)6_292—22
Py =qL 0<z<1 PN e) = ——F—=—
V2 ’ - V3om?
0 , resto

2
(&) () = 7\/§m67272 (M) () = W*iefiwm?e*é.
P () N P (@)

En la practica para que las ondiculas sean ttiles se suelen exigir condiciones adicionales

como la condicién de admisibilidad que establece que su transformada de Fourier
o .
W)= [ wlwe
—00

satisfaga que

_ [ ()]
%_A o <o

3.2. La esencia del analisis wavelet.

Ya tenemos una idea de que es una wavelet y de qué aspecto tiene pero, jpara qué son
utiles?.

Una respuesta es que las wavelets, tales como las de la figura 3.1, sirven para evaluar
como varian las medias pesadas de una funcién de un periodo al siguiente. Supongamos

para fijar ideas x(u) real.

Fase Investigadora.
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H H H
I % N0 R0 i)
0.5 0.5 B 0.5 B
0.0 0.0 - 0.0
—0.5 —0.5 L —0.5
-1 -1 -1
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
- p{H) H H
Tiol) 50 () o ()
0.5 0.5 — 0.5
0.0 0.0 0.0 {— ;
—0.5 —0.5 — —0.5
-1 -1 -1
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

Figura 3.2: Efecto de las traslaciones y los rescalados en la ondicula de Haar.

La media de z en el intervalo [a,b] es

b
ala,b) = 5 i a/ x(u)du.

El valor medio de x sobre una escala )\ centrada en t viene dado por

A A 1 [t
A()\,t) = Ck(t - §7t + 5) = X/t ’ w(u)du

A
2

La vartacion de x sobre una escala \ centrada en t es
A A
D(\t) = A\t + 5) — A\t — 5)

Es facil probar que
D(\t) = / Pt (u)z(u)du

donde
-3 t=A<u<t

¢>\,t(u): % Jdt<u<t+ A
0, resto

que para A = 1 y t = 0 resulta un multiplo de la ondicula de Haar dibujada en la figura
3.1, es decir, 1 o(u) = 2 (u).

El valor de la integral

/OO ) (u)x(u)du = W(H)(l,())

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



148 Cap. 3: TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA.

extrae informacién de z(u) de cudnto varia la diferencia de las medias de x(u) en una
escala de 2 unidades centradas en torno a t = 0. Podemos extraer informacion similar

sobre una escala de A unidades centrada en torno a t mediante

W00 = [ o st

donde
L t-A<u<t
(H) 1 (H) u—t 1\/5
)\,t(u):\/_XT;Z) N = o Jgd<u<t+ A
0, resto

es una version rescalada y trasladada de la ondicula de Haar. La figura 3.2 ilustra lo que
ocurre en los rescalados y las traslaciones.

Variando A podemos construir un conjunto de datos acerca de cémo varian las medias
de z(u) sobre diferentes escalas de un perfodo de longitud A al siguiente. La coleccién de
funciones

{W(H)()\,t) PA>0,—c0 <t < oo}

se conoce como transformaciéon wavelet continua (CWT) de Haar de z(u) cuya

interpretacién es que W () (A, t) es proporcional a la diferencia entre dos medias adyacentes

de escala A\ donde la primera empieza en tiempo t y la segunda termina en tiempo t.
Podemos proceder andlogamente con cualquier otra ondicula 1) = 1 (u) obteniéndose

que

WAt = / " () (u)du

et = v (5.

La reconstruccién de z(u), en las hipdtesis de [*° 2?(u)du < ooy de que 1(u) satisfaga

donde

la condicién de admisibilidad, viene dada por

- & [ o (5] 4

Ademas se tiene que
2 2
du = — W=\ t)du| —

El lado izquierdo de la igualdad anterior representa la energia de la sefial x(u) mientras

2
que el lado derecho dice que W esencialmente define una funcién de densidad de

la energia que proporciona una descomposicion de la misma a lo largo del tiempo en

diferentes escalas. Dado que podemos obtener la CWT de z(u) a partir de z(u) y viceversa

Fase Investigadora.
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se dice que ambas son dos representaciones distintas de la misma entidad matematica. La
utilidad fundamental de la CWT es presentar la informacién contenida en z(u) en una
forma distinta proporcionando la posibilidad de obtener caracteristicas de interés de la

sefial. Es por tanto una herramienta de exploracién del andlisis de datos.

Con respecto a la transformacion discreta wavelet (DWT), veremos que puede
ser construida sin ninguna conexién explicita a la CW'T pero también puede interpretarse
como un intento de preservar las caracteristicas de la CWT en una manera sutil. De este
punto de vista, la DWT se puede ver como un muestreo de W (¢, A\) en un conjunto de
escalas diddicas {\; = 277! / 1 < j < Jy}, donde en cada escala se toman los tiem-
pos separados por A; unidades. Ademds la DWT conserva la propiedad de la CWT de

descomponer la energia de la serie temporal a lo largo de las escalas.

3.3. Descripcién cualitativa de la DWT.

Al igual que la ODFT, la DWT de una serie {X;} es una transformacién ortonormal.
Considerando vectores de dimensién una potencia de 2, hecho cuya relevancia discutiremos

mas adelante, si escribimos
X =[Xo,...,.Xn]T , W=[Wy,...,Wn_]|"
donde W), es el n-ésimo coeficiente de la DWT de {X;} se tiene que
W=WwWX , X=wW'w

son las ecuaciones de andlisis y sintesis respectivamente de la transformada DWT
de X, donde

W e My(R) con WIWVT = Iy.

Ademas sabemos que

ew = [W* = |X|* = ex

siendo W2 la contribucién a la energfa de la serie relativa al coeficiente de indice n.

Mientras que los coeficientes de la ODF'T estan asociados a frecuencias, el n-ésimo coe-
ficiente de la DWT, W,,, estd asociado con una escala y conjunto de tiempos particulares.
Para ilustrar ésto obsérvese las filas de la matriz de paso de la DW'T de Haar para N=16,

cuya simple estructura la hace ideal como ejemplo introductorio. Explicitamente las filas
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vienen dadas por

s ,U, ...
V27 V2 ——
14 ceros
T 1 1 11
Wg, = [—5,—5,5,5,0,...,0
12 ceros
T _ 1 1 1 1
W12. - [_77...,_%’%7...7_8707...,0
4 de estos 4 de estos 8 ceros
T _ 1 11 1
W14. - [_27"'7_2727"'71]
——
8 de estos 8 de estos
T _ 1 1
Wise = [30--51
16 de estos

donde el resto de filas se obtienen por traslaciones a la derecha de las anteriores, véase

pagina 144, dadas por

Wlo == TQWO. WQ. == T4WO. e W?o == Tl4WOo
Woe = T* Wi, Wioe = TWs, Wite = T W4,
Wize = TWias

Véase figura 3.3.

Definimos la media de escala )\ para los valores contiguos del tiempo t — A+ 1,...,¢

de una serie {X;} mediante
o =
R = 3 3 %o (3.1)

para A € Z™T

Claramente se tiene que
X;()=X; , Xy_1(N)=X.

De la ecuacién W = WX en la transformada DWT de Haar para N = 16 podemos

escribir que

Wi = WieX, k=0,...,15

Fase Investigadora.
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01 Stas —wessssssenee—
1- 9-—.-.-.-."#.-.-.-.-.-.-.-.—
2- 10reesessee " unee—

llfwesssssssnns TmS—

12_ e s sEEE

5 13twnunnnunggygyrrn®
6 4w rererggrtttnnne
71 G =SSERTERRERERE TE B
' 5 10 15 ' : 10 15
t t

Figura 3.3: Filas de la matriz W correspondiente la DWT de Haar para N=16 (k=0..7 a la
izquierda y k=8..15 a la derecha)

con lo que, si X = [X, ..., X15]7, tenemos que
— -1 1 X = L _
WO_[ \/57\/5707"'70 X_ﬂ[Xl XO]
14 ceros

Wz =[0,...,0,— 75, 5] - X = Z5[X15 — X1

14 ceros
W8_ [_%a_%a%a%>oa"'a0 X:_%[XO+X1]+%[X2+X3]
12 ceros
Wi =10,...,0,—3,—3, 5, 3] - X = =4[ X12 + X13] + 3[X14 + X15]
12 ceros
1 1 1 1 1 1
W12:[—77...7—%7%,...,—870,...,0 X:—%[XO++X3]+ﬁ[X4++X7]
4 de estos 4 de estos 8 ceros
1 1
W13: 0,,0,—%,,—ﬁ,ﬁ,,%]xz—%[)(g—{—+X11]+%[X12++X15]
8 ceros 4 de estos 4 de estos
1 1
W14:[—i,...,—i,%,...,i]'xz—Z[Xo—i—...—FX?]+Z[X8+...+X15]
—_———— ——
8 de estos 8 de estos
1
Wl5:[iavi]X:Z[X0++Xl5]
16 de estos
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Figura 3.4: Filas de la matriz W correspondiente la DWT de Daubechies con L = 4, D(4), para
N=16 (k=0..7 a la izquierda y k=8..15 a la derecha)

y utilizando la definicién dada en (3.1) tenemos que

Wy — %[71(1) —Xo(1)] ..., W= %[715(1) ~ X))
Ws = X3(2) — X1(2) ,..., W11 = X15(2) — X13(2)

Wip = V2[X7(4) — X3(4)] , Wiz = V2[X15(4) — X11(4)]
Wig = 2[X15(8) — X7(8)]
Wis = 4X15(16) = 4X

de lo que se observa que los 8 primeros coeficientes, Wy,..., Wy, son proporcionales a
cambios (diferencias) en medias adyacentes de escala 1 (medias de un coeficiente); los 4
siguientes, Wg,...,Wi1, son cambios en medias adyacentes de escala 2 (medias de dos
coeficientes); los 2 que siguen, Wis y W3, proporcionales a cambios en medias adyacentes
en escala 4; Wy, es proporcional a cambios en medias adyacentes de escala 8 y el iltimo,
W15, proporcional a la media de todos los datos de la serie.

Este comportamiento se generaliza para N = 27 de modo que los % primeros coefi-
cientes de W estan asociados a cambios en escala 1; los % siguientes, a cambios en escala
2 y asi sucesivamente hasta llegar a Wi _4, W _3 que estan asociados a cambios en escala

%; Wi —_2o, en escala % y finalmente W _1 que es proporcional a la media de los datos.

Fase Investigadora.
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Los N — 1 coeficientes asociados a cambios en alguna escala se denominan coeficientes
wavelet, mientras que Wy _1 se conoce como coeficiente de escala. Ademés cada coe-
ficiente de la DWT de {X;} asociado a una escala concreta estd localizado en el tiempo
(s6lo involucra a un subconjunto de elementos de la serie para su cédlculo), consecuencia de
ser una transformacién local, hecho que no ocurre en la ODFT (involucra a todos los ele-
mentos de la serie para el célculo de cada coeficiente) por tratarse de una transformacién
global (véase figuras 2.1 y 3.3 como comparativa).

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos descomponer los elementos de W en J + 1
subvectores de forma que cada uno de los J primeros corresponda a los ZEJ coeficientes de
la DWT asociados a la escala 7; = 27! para j = 1,...,J mientras que el (J + 1)-ésimo

subvector, denotado por V j, contenga tnicamente al coeficiente de escala. De esta forma

W,

y podemos escribir que
J
ex =ew = W] = [|W;[* + |V, ?
j=1

siendo ||W,]|? la contribucién a la energfa de {X,;} debida a cambios en escala 7;.

De forma paralela surge una particién de las filas de W
Wh
W pu—

Wy
Vy

de modo que W, contenga las % primeras filas; Wh, las % siguientes y asi sucesivamente

hasta llegar a W; que contiene la peniltima fila y V;, la dltima. Se satisface, de esta

forma, que
J
X =WI'W = WI'w, +V]V, (3.2)
j=1
teniéndose, para j =1,...,J, que
W, = W;X (3.3)

es la porcién de andlisis de W = WX atribuible a una escala 7; mientras que WJTWJ- es

la porcién de sintesis de X = WTW para la misma escala.
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Observacién 3.3.1. Destacamos que en [2] la ordenacién de las filas de W para las
diferentes wavelets es diferente; por ejemplo, para la DWT de Haar, la ordenacién es
completamente al revés, esto es,

Vi

Wy

W= .

Wi
resultando una definicién equivalente a la anterior cuyos coeficientes estan meramente
reordenados mientras que para la DWT de D(4) no sélo estén reordenados sino que ademés

los elementos de la base asociados con 7; estan trasladados a la derecha en 27; —1 unidades.

Definimos el espectro de potencia o periodograma de {X;} como

{Pw(rj)/rj=2""j=1,...,J}

1
donde Py (1) = NHW]HQ verificdindose que
J J
2 =3 Plr) = = 3 IW; 2 3.4
2= Pu(m) = 3 IW| (3.4)
j=1 j=1

En constraste con el espectro de potencia de la ODFT (véase pagina 144), el espectro
de potencia de la DWT no es invariante ante las traslaciones mientras que el de la ODFT,

si.
Ejemplo 3.3.1. Para ilustrar lo anterior, el espectro de potencia de las series
X; =[0,0,-2,2,0,0,0,0]7 | X5 =10,0,0,-2,2,0,0,0]T

viene dado por

1 =1 T T=1
Pui(7)) = ’ , Pa(m) =42 "
0 , resto i , resto
Definimos el detalle wavelet de nivel j como
D; =W/ W; (3.5)

que se trata de un vector N-dimensional cuyos elementos estdn asociados a cambios en
escala 7;. Consideremos el vector

S;=Viv, (3.6)
cuyos elementos son todos igual a la media de la serie X = {X;}, podemos escribir

J

X=> D;+8, (3.7)
j=1

Fase Investigadora.
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debido a la ecuacién (3.2) y que se define como andlisis multirresolucion (MRA) de
X.

Debido a la ortonormalidad de WV se tiene que

WIW, k=

D; Dy = (3.8)
0 , resto
para 1 < j,k < J por lo que
D511 = W2 (3.9)
que de la ecuacién (3.4) se infiere que
1 . o 1 . 2
=y R IWI = 5 Yl (3.10)

siendo

_ w2 )
Pwm) ===y
Por otra parte considerando la ecuacién (3.6), definimos, para 0 < j < J — 1, la

componente suave de X de nivel j como
J
Sj = Z DL +Sy
k=j+1

y la componente rugosa de X de nivel j como

0 ,J=0
Rj: J
YDy ,1<5<J
k=1

donde se satisface que
X = Sj + Rj (3.11)
Ademas de las definiciones se deduce que

Sj=Sj-1=Djt1 =Rjt1 = R, (3.12)

Ejemplo 3.3.2. Parailustrar el significado de D;, S; y R consideraremos la series X1, Xo

definidas por

X; = [0.2,-0.4,—0.6,—0.5,—0.8,—0.4,—0.9,0,—0.2,0.1,—0.1,0.1,0.7,0.9,0, 0.3]
X, = [0.2,—-0.4,—0.6,—0.5,—0.8,—0.4,—0.9,0,—0.2,0.1,—0.1,0.1,0.7, —0.9, 0, 0.3]

que difieren dnicamente en un valor cuyo signo es el opuesto.
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Figura 3.5: Serie, transformada DWT y espectro de potencia de la secuencia X del ejemplo 3.3.2.
Las lineas verticales a trazos separan los coeficientes DWT en los correspondientes a W1, Wy W3,
W, y V4. La primera fila se tiene con la DFT de Fourier, la segunda, con la DWT de Haar y la
tercera, con la DWT D(4).

En la figura 3.5 se dibuja la serie, la transformada DW'T y el espectro de potencia por
filas; donde la primera corresponde a la DFT de Fourier; la segunda, a la DWT de Haar
y la tercera, a la DWT de Daubechies para L = 4 para la serie X;. Analogamente ocurre

para la figura 3.6 con la serie Xo.

Comparando ambas figuras se observa que las transformadas de Fourier de X; y Xo
difieren todos sus coeficientes hecho que es consecuencia del caracter global de la trans-
formacion de Fourier. Sin embargo, en la transformacion wavelet, al ser local, sélo difieren
algunos coeficientes. En Haar: el séptimo, el duodécimo , el decimocuarto y el decimoquin-
to y el decimosexto, en D(4): el séptimo, el octavo, el noveno y del duodécimo en adelante.
Entre las transformadas wavelet de Haar y D(4) se observa que en esta ultima afecta a
mas coeficientes el cambio de una serie a otra debido a que las medias involucran a mas
coeficientes al ser, la anchura de los filtros asociados a dicha wavelet, mayor.

En las siguientes figuras, (figura 3.7 y figura 3.9) se dibujan los detalles,las componentes
suaves y las rugosas de la serie X correspondiente a las mismas transformaciones mientras

que en las figuras 3.8 y 3.10 estan las correspondientes a la serie Xs.

Fase Investigadora.
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Figura 3.6: Serie, transformada DWT y espectro de potencia de la secuencia X del ejemplo 3.3.2.
Las lineas verticales a trazos separan los coeficientes DWT en los correspondientes a W1, Wy, W3,
W, y Vy.La primera fila se tiene con la DFT de Fourier, la segunda, con la DWT de Haar y la
tercera, con la DWT D(4).

Los detalles y las componentes suaves/rugosas de Fourier de ambas series son total-
mente diferentes pero, respecto a los de la transformada DWT de Haar y D(4), son muy

parecidos hasta algo més de la mitad de los coeficientes.

3.4. El algoritmo piramidal.

Con esta seccién empieza la tarea de definir la DWT a través de un algoritmo que
descomponga W en términos de matrices dispersas conocido como algoritmo piramidal
(Mallat, 1989, véase [5]) que computa W en un total de O(N) operaciones. Recordemos
que por fuerza bruta, el cémputo de W mediante la ecuacién de analisis requiere O(N?2)
operaciones y que en el caso de la ODFT, una idea similiar, reduce tal orden a O(N log, N)

por lo que claramente el calculo de la DWT es menos costoso que el de la ODFT.
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Figura 3.7: Detalles, componentes suaves y rugosas de niveles 7 = 0, 1,2, 3,4 para la secuencia
X del ejemplo 3.3.2 basados en la DFT de Fourier con N = 16.

3.4.1. El filtro wavelet

Describiremos el algoritmo piramidal en términos de operaciones de filtrado y manipu-

laciones de matrices. Empezamos definiendo el filtro wavelet de anchura L. Consideremos

{h;} satisfaciendo que

(1) ho#0, hp—y #0

(2) h=0,l<0VI>L

Fase Investigadora.
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Figura 3.8: Detalles, componentes suaves y rugosas de niveles j = 0, 1,2, 3,4 para la secuencia
Xy del ejemplo 3.3.2 basados en la DFT de Fourier con N = 16.

es decir que tenga anchura L. Decimos que un filtro de anchura L es un filtro wavelet

cuando cumple que

I™MT T™MT
=) = o ,L
I I

—_

> hihigon

l=—00

L-1
= Iyhipon =0
1=0

(3.13a)

(3.13D)

(3.13¢)

donde la propiedad (3.13a) se refiere a que la media del filtro sea cero, la propiedad (3.13b),

a que tenga energia unidad y la (3.13c), a que el filtro sea ortornormal a sus traslaciones

pares.
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Figura 3.9: Detalles, componentes suaves y rugosas de niveles 7 = 0, 1,2, 3,4 para la secuencia
X del ejemplo 3.3.2 basados en la DWT de Haar (primera fila) y de D(4) de Daubechies (segunda
fila) con N = 16.

Observacion 3.4.1. De exigir que se satisfaga la ecuacién (3.13c) se infiere que L debe
L—1

ser par pues, en caso contrario, para n = “5= se tiene que
L-1 L-1
> hihipon = hihipr1 = hohr 1 #0,
=0 1=0

debido a la ecuacién (3.13a) y por tanto {h;} no puede ser filtro wavelet.

Consideremos H () la funcién de transferencia del filtro {h;} dada por

o L-1
H(f)= Y e =>"ne?, (3.14)
=0

l=—o00

Fase Investigadora.
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Figura 3.10: Detalles, componentes suaves y rugosas de niveles j = 0,1, 2, 3,4 para la secuencia
X5 del ejemplo 3.3.2 basados en la DWT de Haar (primera fila) y de D(4) de Daubechies (segunda
fila) con N = 16.

cuya ganancia al cuadrado es
H(f) = [H(f). (3.15)
Con esta definicién, las ecuaciones (3.13b) y (3.13¢) equivalen a

H(f)+H(f+3) =2 (3.16)

Supongamos que se cumple la ecuacién (3.16) y supongamos {h;} real. La autocorre-

lacién compleja, véase una consecuencia de la ecuacién (1.9), viene dada por

h* % hj = Z hihiy; ,j €Z

l=—o00
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que resulta, como h; = hy, en que

hxhj= > hhyj,jeT

l=—o00

cuya transformada de Fourier es

H(f) = [H(f)I? = H(fH"(f)

es decir, tenemos que,

{hxhj} —— H(f).

Utilizando la ecuacién (1.6a) obtenemos que
1
{hxhan} — 5 (R +H(E+1)) (3.17)

por lo que por la relacién inversa de la DFT dada en (1.3) se sigue que

1
1 2 .
h o hop = 5/ [mg) +H(E+ %)} e2rIngy.

N

Tenemos, aplicando la ecuacién (3.16), que

e’} 1
h* ho, = Z hihiyon = /2 ei27rf”df =

l=—c0 0 ,resto

N

con lo que se siguen las ecuaciones (3.13b) y (3.13c).
Reciprocamente si se tienen las ecuaciones (3.13b) y (3.13c) entonces
,n=0

hx hgn =
0 ,resto

cuya transformada de Fourier es la unidad, por lo que dada la expresién (3.17), se debe
cumplir (3.16).
Para obtener los coeficientes DWT de escala unidad, filtramos circularmente con {h;}

la serie X y el resultado lo denotamos por

L—1
\/§Wl,t = Z tht—l mod N> t= 07 s aN - 1’ (318)
=0

y los calculamos mediante la relacién
Wit = \/§/W71,2t+1, t=0,....58 -1, (3.19)

técnica que se conoce como “downsampling por 2”7 de la secuencia \/iWLt, que es el

resultado del filtrado anterior.

Fase Investigadora.
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Hemos obtenido los coeficientes de la DWT de escala unidad dados por
Wi =[Wo,...,Wx_ )] = [Wig,....Wy y_]

que definen implicitamente las % primeras filas de W, dadas por W; (véase ecuacién

(3.3)).

Para obtenerlas, escribimos

N1
Wit = Z hYXoti1-1 mod Ny t=0,..., 5 (3.20)
1=0

donde {h{} es el filtro periodizado de longitud N de {h;}.

De la ecuacion de andlisis se obtiene que
Wi = WiX (3.21)

o equivalentemente

N-1

N
thX2t+1—l mod N — Z hgt+1fl mod NX[, t=0,..., D)
= 1=0

N—

—_

debido a la simetria de la convolucién. Haciendo ¢ = 0 resulta que
Wg; - [ (1)7 87 ?\7—17 s 7hg]' (3'22>
De la ecuacién (3.21) se sigue que

WE = [T*Wel]", t=1,..., 5 ~1 (3.23)

donde 7 es la traslacién a la derecha (transformacién descrita en (2.5)).
Con las ecuaciones (3.22) y (3.23) y las propiedades (3.13b) y (3.13c) se comprueba
que las filas definidas conforman un sistema ortonormal de vectores.
Como hemos definido los coeficientes de la DW'T en términos de la salida de un filtro,
veamos como se puede interpretar este hecho. Sea
N-1

Xo=Y Xee N, k=0,...,N 1
t=0

la ODFT de {X;}. En virtud del teorema de Parseval obtenemos que

N—-1 1 N—-1
ex =Y X/ = ~ pREAk (3.24)
t=0 k=0
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X, 2
por lo que % define el espectro de potencia de energia sobre las frecuencias % Consi-
derando el resultado de filtrar circularmente {X;} con {h;} resulta
- L—1 N-1
VoW, = Z MXi i mod N = Z h/Xt 1 modnN, t=0,...,N—1 (3.25)
=0 =0

de lo que se concluye, teniendo en cuenta el resultado acerca de la funcién transferencia

de un filtrado descrito en la ecuacién (1.7), que
{V2Wi} — (H(§) X}

donde la ODFT de {h} es {H(£)}.

Aplicando otra vez el teorema de Parseval
N-1 1 V-1 | V-1
T2 k 2 _ k 2,
2 tEO Wi, = N ,;_0 |H () Xk|” = N ,;_0 H(§)| Akl t=0,...,N -1 (3.26)

De las ecuaciones (3.25) y (3.26) se deduce que el espectro de energia de la salida del
filtrado es justamente H(%) veces al de la entrada del mismo.

En la practica se usa un filtro {h;} que sea de paso alto con ancho de banda | f| € [i, %}
porque como se vera en la seccién siguiente, el filtro escala asociado a {h;}, denotado por
{gi}, resultard ser un filtro paso bajo con ancho de banda |f| € [0,1]. Asi, al filtrar la
serie X con {h;} y {g;} se obtendrd una descomposicién de la serie a mitad de banda,

hecho en el que consiste esencialmente la primera etapa del algoritmo piramidal.

3.4.2. El filtro escala.

Para definir los % filas restantes de W, via el algoritmo piramidal, necesitamos un

nuevo filtro denominado filtro escala que viene dado por {g¢;} donde

g = (=" hp 1,
cuya relacién inversa es
hy = (—=1)'gr_1.
Ejemplo 3.4.1. Consideremos dos ejemplos.

= El filtro wavelet de Haar viene dado por

ho = hy = —

1 L
V2 V2

y el correspondiente filtro escala de Haar es

QOZ_hIZ% . g1=ho=

Sl

Fase Investigadora.
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» Por otra parte para filtro wavelet de D(4) tenemos

_1-V3 V3-3 3+V/3 1-v3
h0_4\/§7h1 4\/_7h_4\/_7h 4\/57

siendo el filtro escala asociado el dado por

gO:_h3:12rf7gl_h2 3Zf792 —hy = 4\[793_h0_ w2

g
%

La funcién de transferencia del filtro escala viene dada por
G(f) = e 2 TEVH G - ), (3.27)

de donde

G(f) =GN =H (5~ P =15~ f), (3.28)
de la que se deduce que si {h;} se trata de un filtro de paso alto entonces {g;} es de paso
bajo. En la figura 3.11 (pagina 181) se observa un ejemplo de {h;} que es una aproximacién
a un filtro de paso alto con ancho de banda 1 < |f| < 1y {g;} resulta ser una aproximacién

de un filtro de paso bajo con ancho de banda 0 < |f| < %. A este tipo de filtros se les

llama filtros a mitad de banda porque dividen el intervalo de frecuencias [0, ] a la mitad.

)
Observacion 3.4.2. Existe una forma alternativa para definir el filtro escala,
g = (=1)"""hyy,

cuya relacién inversa es

hl ( )gl ly

que es especialmente 1til en filtros de anchura infinita.

Formas alternativas de expresar la ecuacién (3.16), usando la ecuacién (3.28) y el hecho

de que G(+) y H(:) son periédicas con periodo unidad, son

GH+GE+H=2 , H)+G(f)=2 (3.29)

De la prueba descrita en la pdgina 161 y la ecuacién anterior se siguen las dos iltimas

propiedades de los filtros escala que se enuncian a continuacion

L—-1 -
> a= Z (3.30a)
=0 =
L—1
g =1, (3.30Db)
=0
o
> 9gon =Y agiran =0, VneZ, (3.30c)
l=—0 =
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L—-1

siendo adoptado por convenio en (3.30a) que > ¢; = v/2. Anotar que la propiedad (3.30a)
=0

se deduce de la ecuacién (3.29) tomando f = 0 y teniendo en cuenta que

L—1 2
HO) — 1H<0>12:<Zm> _o,
=0
L—-1 \ 2
G(0) = rG<o>|2=<Zgl> |
=0
N

Nos proponemos ahora definir una matriz de dimensién 5 x N, Vi, que nos permita
construir, por transformaciones elementales, el resto de filas de W.

Aplicaremos el mismo procedimiento para construirla que el empleado para construir
Wh.

-1
Vo, = ZngH mod N> t=0,...,N —1 (3.31)
1=0
N N—1
Vie = V2Vig1 = Z 9P Xot41-1 moan, t=1,.... 5 -1 (3.32)
=0

donde {g7} es el filtro periodizado de longitud N de {g;}. Obtenemos para ¢t = 0 que

Vi = (99,98 9% 1 -+ 98] (3.33)

y ademas

Vh =[T*"V,)", t=1,....5 -1 (3.34)

De igual forma que en el caso de Wy, se prueba que las filas definidas son un conjunto

ortornormal; ademas es ortnormal a las filas de W;. Hemos definido una matriz

Wi

]P:
1 Vi

que es ortonormal siendo un hecho fundamental para ello que N sea par. Vedmoslo.
Primero probaremos que las filas de WW; son ortonormales. De las ecuaciones (3.22) y

(3.23) se tiene que

<Wt.’ Wt'°> = <T2tWOO,TQt/WOQ> - WOoTi2tT2t/W0. -
=Wo ST WO' - Z hi ?+2(t’ t)

con lo cual debemos probar que

h? % hi = Zho ol =

Fase Investigadora.



3.4 El algoritmo piramidal. 167

Sabemos que
{n°x i} — {|H(%)I” = H(%)}

por lo tanto, de la relacién inversa de la DWT y separando la suma resulta

N-1
hO*hO—l ZH(ﬁ)eile% _
1 — N N -
k=0
o £
H % 227rl—_|_ ZH % % ZQWI(%-F%) . (335)
k=0

1
N

Cuando | = 0 se tiene que, usando la ecuacién (3.16)

y_1
W = S HE) + D) =1
k=0
mientras que para [ = 2t resulta
& ¥ o 5 | o
h® % hg, = N Z% H(£)e ity 4 kz_o H(L + D)eltmiwem = N 2 MmN =0

debido a la suma de una serie geométrica.Andlogamente se prueba que las filas de V1 son

ortonormales.
Finalmente probemos que las filas de Wy son ortogonales a las de V. De las ecuaciones

(3.33) y (3.34) se sigue que, paran =t' —t,

<Vt°7 Vt/'> = <72tV007 TQthOo> = Voo T nVOo = Z 9/ l+2n mod N = 97 * hg,

siendo {g° % h{'} la correlacién cruzada circular de {g7'} y {h{} pues g/ es valuada real.

Considerando que
{67} —{G(F)} , )} — {H(#)}
se sigue que
{g° % 17} — {G*(§)H (%)}
(véase ecuaciones (1.14) y (1.16)).

En virtud de la relacién inversa de la DF'T, utilizando el mismo argumento de separa-

cién de la suma que en (3.35) obtenemos que

y €cOmo
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sin mas que utilizar la ecuacién (3.28) y que las funciones de transferencia tienen periodo

unidad asi como que satisfacen (1.2b), se obtiene que
g°*x hs, =0, n:O,...,%—l

que es lo buscado.
Finalmente apuntar que en la literatura de ingenieria (véase [9] y [10]), al filtro wavelet

se le conoce como filtro madre y al de escala, como filtro padre.

3.4.3. Primera etapa del algoritmo piramidal.

La primera etapa del algoritmo piramidal para el cémputo de la DWT consiste en
transformar la serie X de N = 27 elementos en los % coeficientes de primer nivel de la
DWT, W; y los % coeficientes de escala, V. Restan J — 1 etapas del algoritmo.

Para j = 2,...,J, la j-ésima etapa del algoritmo transforma el vector V ;_1, de longitud

N

en los vectores W y V;, cada uno de longitud 57, obtenidos de idéntica forma que

se obtuvieron W1 y V7 a partir de X. Los elementos de W; se denominan coeficientes
DWT de nivel j de X mientras que los de V;, coeficientes de escala de nivel j de
X. Al final de la J-ésima etapa del algoritmo obtendremos W concatenando los J + 1
vectores W,..., W .

En lo sucesivo, analizaremos la ecuacién de sintesis de X a partir de Wi y V;. Tenemos

que, dado que P; es ortonormal,

W W
X =PpT [Vj = wl vl [Vj =WwWiw, +VvIv, (3.36)

P,X = Wy X — Wi X _ W, .
Vl V1X Vl

De la ecuacién (3.5) y la definicién de S; resulta que

pues

X =D +8 (3.37)
resultando
Dy WIW, =Wiw, X
S1 VIv, =vIvX.

Podemos escribir por tanto que

L L

Xy = h21+1W1,%+l mod ¥ F 925+1V1,§+l mod N, t= 0,2,4,...,N =2
1=0 1=0
L L

Xy = thWL%_H mod%—i_zgﬂvl,%-i-l mod &5 t=1,3,5,...,N — 1,
1=0 1=0
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2
2=

12

/ AN
N /

H( w2 [H (k)

=zl

)|

Zl=

Cuadro 3.1: Diagrama de flujo ilustrando el andlisis de X en W3 y V7 y la sintesis de éstos en

X. Aqui, ‘] 2’ significa “downsampling por 2” mientras que ‘T 2’, “upsampling por 27.

sin embargo si denotamos

WlT,t:
Wit ,t=13,...,N—1

’ 2

que se conoce como “upsampling por 2”7 de la secuencia Wy, resulta que

Dy = Zhl 1,t+l mod N — ZhO 1,t+l mod N (3.38)
L-1

Sip = Zglvlt+l mod N — Zgl Lt+l mod N (3.39)
1=0

parat=0,..., N — 1, obteniéndose que

Zho 1,641 modN+Zgl 1,641 modN’t:()’"'?N_l (3.40)
1=0

En la figura 3.1 se ilustran las operaciones realizadas para el anélisis de X en W1 y
V1 y la sintesis de W,V en X.

Veamos en lo que sigue la relacién entre las DFT’s de X (entrada de la primera etapa
del algoritmo piramidal) y W1, V (salida de dicha etapa). Consideremos {X;} «— {X}}
la DFT de X. Por la relacion inversa de la DFT tenemos que

1N k 1 b3 k
I l27rt— _ = 27t < _ _
—ng N—N EN Xre N, t=0,...,N—1
- )

donde se ha hecho uso del hecho de que las secuencias {X};} y {e?*™

N} son periddicas de
periodo N (y por consiguiente su producto) por lo cual la suma de N términos contiguos

es invariantes. Como {\/5\71715} se obtiene filtrando {X;} con el filtro de paso bajo {g;} (con
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paso de banda nominal [—1, 1]) y dado que {X}} estd asociado a la frecuencia f; = % se
sigue que
N
- 1 < "
Vigr — > XN t=0,... N-1
k=—241

Nl

N
1 ok K 2
_ 3 Z Mewwtg _ i Z X'eﬂm%
= = — A
N V2 N ‘

k=—2+1 k=—2" 41

. k
, X ezQﬂN
parat=0,..., NT —1donde N' = % y X, = kT que estan asociados a las frecuencias
fé:%fok conk=—7+1,---,N7-
Obsérvese que mientras que {Vj .} se trata de una secuencia a mitad de banda (por

ser la salida de un filtrado con ancho de banda [—1,1]), la secuencia {V;,} se trata de

una secuencia de ancho completo pues f; recorre el intervalo [—%, %] (recordemos que

f;. = 2f%). Ademsds, la transformada de Fourier de V coincide con la transformada de
Fourier de la secuencia de % términos
i27r£

TRE . -2

7 _

+1,...,

~l=

Con una linea similar de pensamiento tratamos los coeficientes wavelet. Como {\/iwu}

se obtiene filtrando {X;} con el filtro de paso alto {;} (con ancho de bando 1 < |f| < 1)

se tiene que

_N N N’
4 2 2L ko 2
_ 2 n Xy e "N 6227@% _ 1 Z X[geiQﬂt%
N §: §: V2 N’
k=—%41 k=241 k=—2 41

Fase Investigadora.
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N
PYNNg s Y ei2mh
N ! N ! k"'%e k"'%e <
parat =0,...,5 —1ldonde N' = 5 y A, = —*——— = ———— que estan
V2 V2
. . ! !
asociados a las frecuencias f, = % = 2(% — fx) con k = —NT +1,..., NT

Analogamente, mientras que {W .} se trata de una secuencia a mitad de banda (por
ser la salida de un filtrado con ancho de banda 1 < |f| < 1), la secuencia {Wy,} se
trata de una secuencia de ancho completo pues f}, recorre el intervalo [—%, %] (recordemos
que f, = 2(% — fx)). Ademas las frecuencias fj € [%, %] correspondientes a la represen-
tacién de Fourier de {X;} se aplican en orden inverso sobre las frecuencias f;, € [0, 3]
correspondientes a la representacién de Fourier de {W7 ;}.

Como antes, de aqui se deduce que la transformada de Fourier de W coincide con la
transformada de Fourier de la secuencia de % términos

ok

X  ne“"N

kt3 = _N N
—_—— . —-z-‘-l,,x

V2

3.4.4. Segunda etapa del algoritmo piramidal.

La segunda etapa del algoritmo piramidal consiste en tratar la secuencia
T
Vi = [‘/170, ceey Vl,%fl]

de la misma forma que fue tratada {X;} en la primera etapa.
Filtrdndola con {h;} y {g;} v “downsampleando por 2”7 obtenemos que

L—1
Wor = Z hlV1,2t+1—l mod & (3.41)
=0
L—1
V27t = Z glv’l,Zt—&—l—l mod % (342)
1=0
N
s 4 1
Obtenemos, por tanto, que los ceficientes de la DWT de nivel 2 resultan

parat=0,...

Wy = [W%,...,W%fl]T = [WQ,O,...,WZ%I]T (3.43)
mientras que los coeficientes de escala de nivel 2 son

Vo = [Vap,... ,VQ%A]T. (3.44)

Consideremos Ay y B2 matrices de orden % X % cuyas filas consistan en las versio-

. . T . N
nes circulares trasladadas de {g;} y {h} respectivamente, periodizados de longitud =-.
Tenemos que
B
As

W,
2

] = PQVI con ]P)Q =
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G(£) \% /
N| 7 V1
s AN
X H(y) T W
AN
H(x)| —5—~ Wi

Cuadro 3.2: Diagrama de flujo ilustrando el anslisis de X en W1, W3 y V.

donde se prueba de manera andloga a P; que la matriz Py es ortonormal.

Observacion 3.4.3. En adelante, a fin de homogeneizar la notacién para las siguientes

etapas del algoritmo, denotaremos
A=V, , Bi=W

resultando que
Wi
Vi

B
Ay

Py =

Considerando la notacién anterior, sustituyendo en la ecuacién (3.36) se tiene que
X =BI'w, + ATBIW, + AT ATV, (3.45)
que de compararla con la ecuacién (3.2) se infiere que Wa = B A;, y por tanto
Dy = W3 Wy = AT AT
que al ser, D; = Wle = BlTX, obtenemos que
X=Di+Dy+ A A]Vy=D1+ Dy + S,

con lo que
Sy = AT ATV, = VIV,

donde Vo = A A;.

En la figuras 3.2 y 3.3 se ilustran las operaciones realizadas para el analisis de X en
Wi, Wy vy Vy asi como la sintesis de W1, Wy v Vg en X.

En lo que sigue, dado que las secuencias {Wa;} y {Va+} se obtienen filtrando {V; .}
y “downsampleando” y a su vez {V].} se tiene filtrando {X;} y “downsampleando”, uti-

lizaremos la nocién de cascada de filtros para describir cémo {Wsy,} y {V2+} pueden ser
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obtenidos filtrando directamente {X;} si de alguna forma podemos tener en cuenta la
operacion de “downsampling”. Para hacerlo, consideremos el filtro {th} de anchura 2L —1
definido por

{(h]} = {h,0,h1,0... ,hy_5,0,hy_1}

que se obtiene insertando un cero entre cada dos elementos de {h;}. Sea

2L—1
2War = hV2Viy moan, t=0,...,N—1 (3.46)
=0

que como la ecuacién (3.31) establece que {2V} se obtiene filtrando {X;} con {g},
entonces {ﬂWQt} es la salida de una cascada de filtros cuya entrada es {X;} que es

objeto de fltrado por {g;} primero y por {th} Afirmamos que
Way = 2Waarig, t=0,..., % —1 (3.47)

que se trata de un “downsampleo” por 4. Es facil probar, con la ecuacién (3.46) y la
definicién de {th}, que lo anterior es cierto.

Sea {hg;} = {g* th} la convolucién de {g;} con {th} Como {g¢;} tiene anchura L y
{th}, 2L — 1 se sigue facilmente que {hy,} tiene anchura

Ly=L+(2L—1)—1=3L-2
(véase ecuacién (1.11)).

Observacién 3.4.4. Si tenemos un filtro {h;} con funcién de transferencia H(-) y defini-

mos el filtro

ho,0,...,0,he,...,h;_2,0,...,0,hr_1
~—— N——
m ceros m ceros

se tiene que su funcién de transferencia es H([m + 1]f)

Tomando m = 1 en la observacién anterior, tenemos que la funcién de transferencia

de {hg,;} viene dada por
Hy(f) = H(2f)G(f)-

De forma anéloga se obtiene que el filtro equivalente {gs;} asociado a la obtencién de

{Va:} a partir de {X;} cuya anchura es Ly obtenida de convolucionar {g;} con

{ng} - {907 0791707 ey grL—2, 0,9L—1}

y que tiene por funcién de transferencia a

Ga(f) = G2N)G()-
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V, —2.|G¥(

Zl=

+ Vi 12 G*(

Zl=

NS

W, —2 - | H¥(

2=

12

Cuadro 3.3: Diagrama de flujo ilustrando la sintesis de W1, Wa y V5 en X.

Por conveniencia, llamaremos a {ho;} y {g2,} los filtros wavelet y escala de nivel
2 respectivamente ya que producen los coeficientes wavelet y de escala de segundo nivel
aunque no cumplan la condicién de ortogonalidad a sus trasladadas de indice par, tercera

condicién de un filtro. Para homogeneizar la notacién escribiremos

(it ={}t , {oi} =A{a}

Como los elementos de W se obtienen filtrando circularmente { X} con {hy;}, también
pueden ser obtenidos filtrandolos circularmente con la verisén periodizada de longitud N,

es decir tenemos que

N-1
WQ,t = Z hg,lX4(t+1)—1—l mod N> t=0,..., % -1
=0
y si observamos que
N-1
WQ,O = Z hg,leSfl mod N
=0

dado que Wy = W,hX, resulta que la primera fila de Ws (o equivalentemente la fila % de

W) viene dada por

T o o o o o o o
W%._[ 2,35 102,25 19215 102.0> 2,N71""ah2,5’ 2,4]

y el resto de filas por

wi

_ g4k T _ N
Vo =T"WE k=1 -1

La figura 3.4 ilustra lo expuesto.

Fase Investigadora.



3.4 El algoritmo piramidal. 175

Ga) |~ V2

/
N

Hy (%) T W2

Cuadro 3.4: Diagrama de flujo ilustrando el andlisis de X en Wy y V5 directamente. En este
caso se filtra {X;} por las versiones periodizadas de longitud N de las secuencias {ha,;} v {g2.}
cuyas funciones de transferencia son Ho (%) y Ga(£) . Los elementos de las serie filtrada con {h}
cuyos indices satisfacen que ¢t + 1 mod 4 = 0 (se conoce por “downsamplear por 4 empezando por

17) forman los coeficientes wavelet de nivel 2, W3. Andlogo con V3 y el filtro {g2}.

3.4.5. Etapa general del algoritmo piramidal.

Tras la discusién hecha en las secciones precedentes, estamos en disposicién de gene-
ralizar la j-ésima del algoritmo piramidal, para j = 1,...,J. Recordemos que N = 27,
donde Vp; = X;.

La entrada de la j-ésima etapa del algoritmo es {V;_1;/j =0,...,Nj_1 — 1} donde
N; = % que corresponden a los coeficientes de escala de nivel j — 1 y asociados a A\;_1 =
271, Las salidas de dicha etapa son los coeficientes wavelet y de escala de nivel j y

estan dados por

L—-1
Wie = Z hV;_12t41-1 mod Nj_1 (3.48)
=0
L—1
Vie = Z 9iVj-12t41-1 mod N;_; (3.49)
=0
parat=0,...,N; — 1 teniéndose que, para escala 7; = 2i—1

W, = [Wyn-n, 1, WN-N, 141 Wen, 1) = [Wio, ..., Win,—1]"

y similarmente con V;‘»F y los Vj;.

La transformacién que obtiene W; y V; a partir de V;_; puede expresarse por

W; B;
[ ]] = PjV]‘_l = [ j] Vj_l con pj =
\Z; Aj

B;

A (3.50)

donde B; y A; son matrices de dimension N; x N;_; cuyas filas contienen, respectiva-

mente, versiones trasladadas circularmente de los filtros wavelet y de escala periodizados
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a longitud N;_;. La matriz P; de dimensién N;_; x Nj_1 es ortonormal y por ello

W, W,
T T T
Vi =Pl 7 = [BY AT [VJ — BTW, + ATV, (3.51)
J
teniéndose ademas que
Vil = W52+ V512 (3.52)
Si recordamos que Vi = A;V,_1, aplicando recursivamente que V; = A;V;_1, resulta
que
Wj = Bj.Aj71 A X = WjX
Vj = ./4]'./4];1 A1 X = VjX
donde

Wi=BjAj1 A, Vi=AAi A

En términos de operaciones de filtrado, el t-ésimo elemento de V ;_; puede reconstruirse

con una ecuacién anéloga a (3.40),

L-1 L-1
_ 1 1 _
Vi1t = Z thj,tJrl mod N;_1 + Z gle,tJrl mod N;_;° t=0,...Nj1—-1 (3.53)
1=0 1=0

donde

definiéndose VjTt de forma andloga.

La ecuacién (3.36), con aplicacién recursiva de la ecuacién (3.53), resulta en
X =BWi+ Al AZWy+ AT ATBS W3+ -+ Al - AT\ BIW,; + A - AT ATV

donde el detalle D; y la componente suave S; vienen dados por los dos ultimos términos

anteriores respectivamente, esto es,

D; = Al - Al \BJW; =W/W, (3.54)
Sj = Al AT ATV, =V]V; (3.55)

Aplicando recursivamente la ecuacién (3.52) y considerando que Vy = X resulta

j
X% = Wl + 11V (3.56)
k=1

de donde se sigue con las ecuaciones (3.54) y (3.55) que

j
X% = IDkll? + IS5
k=1
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El filtro equivalente {h;;} que relaciona {W;,} con {X;} se forma convolucionando los

siguientes j filtros

filtro1: go,91,---,90—2, 901
filtro 2:  ¢o,0,91,0,...,95.-2,0,9r—1
filtro 3: ¢9,0,0,0,¢1,0,0,0,...,91-2,0,0,0,97_1

(3.57)
filtroj—1: ¢go, 0,...,0 ,91, 0,...,0 ,..., 92, 0,...,0 ,g1_1
—— —— ——
2J=2_1 ceros 2/=2_1 ceros 2/=2_1 ceros
ﬁltroj: ho, 0,...,0 ,hl, 0,...,0 ,...,hL_Q, 0,...,0 7hL—1
—— —— ——
27—1_-1 ceros 2/—1_-1 ceros 2J=1-1 ceros
que tiene por anchura
Li=2 -1)(L-1)+1 (3.58)

debido a la ecuacién (1.11) ya que las anchuras de los filtros anteriores son respectivamente
L,L+(L—=1),L+3(L—1),..., L+ 272 -1)(L—-1),L+ (2" =1)(L-1)

y por funcién de transferencia

j—2
Hiy(f)=H'H]]G@F). (3.59)
[=0

Ademss el filtro {h;;} es una aproximacién a un filtro de paso alto y tiene un paso de

banda nominal dado por 2]% <|f| < 2% Con la ecuacion

L;i—1
V2IW;, = JZ hiiXet mod N> t=0,...,N—1 (3.60)
=0
obtenemos que
Lj—1
Wit =V2W,ai1-1= D hjaXoir)-1-1 mod N+ t="0,...,Nj—1 (3.61)
=0
y como tenemos que W; = W;X se sigue que las filas de W; contienen las versiones

periodizadas de longitud N de {h;,}, es decir {h$;}

T o o o o o o o
Wjloe = 11525158595 _9s - BG 1, WG 0, G N 15+ DG 415 ] o]

y las siguientes

(Wj)%. = [Tij(Wj)o.]T, k=1,... ,Nj — 1.

De forma andloga, el filtro equivalente {g;;} del cual se obtiene {Vj;} sin més que

filtrar {X;} se obtiene por convolucién de los siguientes j filtros
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12 x( k
G(Nf;l) 12 V] G (Njfl)

/ N\

A\ + —V,

N /!

Wj 12 H*( k )

k
(Nj—l) 12

Cuadro 3.5: Diagrama de flujo ilustrando el andlisis de V,;_1 en W, y 'V, vy la sintesis de éstos

en Vj_l
filtro 1: go,91,-..,90L-2,91—1
filtro 2 : gOaO,glyoa"' 7gL72)07.gL71
filtro 3: ¢o,0,0,0,¢1,0,0,0,...,91-2,0,0,0,971
: (3.62)
filtroj—1: go, 0,...,0 ,91, 0,...,0 ,...,9r—2, 0,...,0 ,g9r1
——— ——— ———
27—2—1 ceros 27—2—1 ceros 27—2—1 ceros
filtroj: g9, 0,...,0 ,91, 0,...,0 ,...,9r.-2, 0,...,0 ,gr_1
——— ——— ———
27—1—1 ceros 27—=1—1 ceros 27—1—1 ceros
teniendo anchura L; y funcién de transferencia
j—1
Gi(hH =T[cen. (3.63)
=0

Ademis el filtro {g;;} es una aproximacién a un filtro de paso bajo y tiene un paso de

banda nominal dado por 0 < |f| < 2]% Con la ecuacién

Lj—1
@V}‘,t = Z 951Xt mod N, t=0,...,N—1 (3.64)
1=0
obtenemos que
Lj—1
Vit = VIVioii1)-1 = D 93aXoi(t41)-1-1 mod N> £=0,...,N; — 1 (3.65)
=0

y como tenemos que V; = V;X se sigue que las filas de V; contienen las versiones perio-
dizadas de longitud N de {g;;}, es decir {g7,}

T _ 1.0 o o o o o o
(Vj)lo = [gj,gj_pgj,gj_g, c 9510950095, N1+ <1 5 2541 gj’Qj]
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y las siguientes

(Vj){, = [TkQ] (Vj)l.]T, k=1,... ,Nj — 1.

Finalmente, considerando nuestra asuncién N = 27 tenemos que a la J-ésima etapa
del algoritmo piramidal se obtienen W ; y V;, ambos unidimensionales, que suponen el

fin del mismo siendo éstos los coeficientes DWT Wy_o v Win_1 del vector W = WX

:2J—1 _ N

asociados a cambios en escala 7; = 45, el primero de ellos y proporcional a la

media de los datos, el segundo; a saber Wy_; = %

En la dltima etapa obtenemos una expresién para todas las filas de W dadas por

Wy B
Wsy Ba Aq
W=|w,| = |BA A

Wy BjA;—1--- Ay
Vi ] (AjA 1 Ay

La figura 3.5 ilustra las operaciones realizadas para la obtencién del analisis de V ;_;
dados por V; y Wj; asi como la sintesis de éstos en V;_;.

Lo dltimo que se expondra es un pseudo-codigo del algoritmo para el calculo de la
DWT y su inversa de una serie X, utilizando las ecuaciones (3.48) y (3.53), en O(N)
iteraciones y la modificacién a realizar para que el mismo algoritmo compute D; y Sj;.

Dado el vector V;_; de dimensiéon M = 2]% se obtiene W; y V;, cada uno de

dimensién % , mediante el algoritmo siguiente.

Algoritmo 3.4.1 (Algoritmo de andlisis)

M_
)

Para t =0,...
u=2t-+1
Wit =hoVj—1u
Vit =8oVi—1u
Para n=0,...,L —1, hacer

1, hacer

u=u-—1

Si u< O entonces u=M-1
Wit =Wit+haVj_14

Vit =Vjt+8aVj—1u

Dado los vectores W y V; de dimensién M’ = % se obtiene V;_; de dimensién 2M’

con el algoritmo que sigue.
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Algoritmo 3.4.2 (Algoritmo de sintesis)

1=-2
m=—1
Para t =0,... ,M — 1, hacer
m=m+ 2
1=1+2
u==t
i=1
k=0

Vi—11 =hiWju+8iVju
Vi—tm = hiWju + gxVju

Si L > 2 entonces, para nzl,...,%—l, hacer
u=u+1
Si u>M entonces u=0
i=1+42
k=k+2

Vi—11 = V11 +hiWj 4 +8iVju
Vi—im = Vij—1n + hWju + 8xVju

Utilizando el algoritmo anterior, si empezamos con W ; y V ; obtenemos V ;_; que lo

representamos por

VvV, — — Vy

;
W,

Aplicando de nuevo el algoritmo con W ;_1 y V;_1 se obtiene V j_o

V;,— — — V2
T T
W, Wi
Si seguimos aplicando el algoritmo J—2 iteraciones méas obtenemos V3 = X, observandose
que se obtienen V j_o,..., V1 como cédlculos intermedios
Vv J— — —_— e — — VO =X
T T T
W, W, W,

El detalle de orden j, Dj, se obtiene tomando la inversa DW'T de los vectores
01,...,0,_1,W;,0; donde 0, i representa un vector de QE,C ceros para k =1,...,7. Pode-

mos esquematizarlo de la forma
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PN PN
-0.5 0 0.5 —-0.5 0 0.5 —-0.5 0 0.5 —-0.5 0 0.5

Figura 3.11: Ganancia al cuadrado de las funciones de transferencia de niveles 1y 2 de los filtros

wavelet y de escala de Haar.

T T T
W, 01 0

Andlogamente puede obtenerse la componente suave S aplicando la inversa DWT a

los vectores 01,...,07,V , esto es

VJH — —_ e — —>SJ

7 7 7
0; 01 0

Observacion 3.4.5. Ya se ha mencionado que, en la préactica, el filtro {g;} es un filtro
paso bajo de media banda con ancho de banda nominal 0 < |f| < %, y a su vez el filtro
{h} es un filtro paso alto de media banda con ancho de banda nominal 1 < |f| < 1. Se
tiene que el filtro {g2;} es un filtro de paso bajo a cuarto de banda cuyo ancho de banda
es 0 < |f] < % mientras que {hy;} es de paso alto a cuarto de banda con un paso de banda
$ <|f| € 1. Continuando de esta forma se obtiene que {g;;} es un filtro de paso bajo con
ancho de banda 0 < |f] < 2]% y analogamente {h;;}, de paso alto con ancho de banda
g <1< 5

Para ilustrarlo se muestran las graficas de las ganancias al cuadrado de los filtros
wavelet y de escala de Haar para los niveles 1y 2 (dadas por H(-), G(+), Ha2(:) y G2(+)) en
la figura 3.11 donde los filtros son

h——l ——1
0_\/5 90—\/5
b 1 1
! V2 N=/

Destacar que hay dos caminos para deducir los filtros wavelet y de escala de nivel

superior dados por {h;;} v {g;:} que se deducen de las ecuaciones (3.57) y (3.62).
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{h} «—— H(") {a} — G()
hi = (=1)'gp-1- g= (1" 1y
H(f)=—e 0G5~ f) G(f) =e P EVH(5 — f)
> hu=H(0)=0 >g=G(0) =2
>y hi=1 g =1
Yo hihiyon =0,n#0 > 99142n =0,n#0
> 1 Gihiyan =0
H(f) = [H(f)P g(f) =1G(HP
H(f)+H(f +3) =2 G(f)+6(f+3)=2
H(f)+G(f) =2
Wit = mXot41-1 mod N Vig =2 91X241-1 mod N
Wit =2 1mVi12t11-1 mod N;_y Vit = 21 91Vj—1,2641-1 mod N;_,
hig=h, Hi(f) = H(f) g1 =9, Gi(f) =G(f)
(1) = 1) T 62 G0 =T 6e)
H;(f) = H(2 [)Gj-1(f) Gji(f) =G ))Gj-1(f)
{hj} — Hj(") {951} — G;()
L-1 L—1
hji = kZZ:O hig;—11—2i-1k gji = kgo 9kGj—1,1—2i—1k
Lj_1—1 Lj_1—1
hji = kZZ:O Gi—2khj—1.k gj1 = kgo 9i—2k95 -1,k
> hji=Hj(0) =0 1950 = Gj(0) = V27
> h?,l =1 > 9]2',1 =1
o hjihitein =0,n#0 > 1 9509.142in =0 ,n # 0
221 9jlirain =0
H;(f) = [H;(f)]? g;(f) =1G;(H)I?

Wit =221 Xoi(t11)-1-1 mod N Vit = 221 950X25(t41)~1-1 mod N

Cuadro 3.6: Relaciones fundamentales acerca de los filtros wavelet y de escala. Como h; = g; = 0
paral < 0yl > L, los sumatorios que involucren a h; o a g; pueden tener sus rangos desde [ = 0
hasta [ = L — 1 o sobre todos los enteros. Andlogamente, sumatorios involucrando a h;; o a g;;
pueden tener rangos desde | = 0 hasta [ = L; — 1 o sobre todos los enteros. Recordemos que

. N
Lj=(2 ~1)(L-1)+1yqueN; = .
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El primero consiste en insertar entre cada dos elementos de {h;} y {g;} respectivamente,

27=1 _ 1 ceros y filtrando seguidamente con {gj—1,} obteniéndose que

L-1 L—-1
hj, = Z higj1i-2i-1k > i1 = Z IkGj—1,1—-2i-1k-
k=0 k=0

El segundo consiste, respectivamente, en insertar un cero entre cada dos elementos
de los filtros wavelet y de escala de nivel anterior dados por {h;_1;} y {gj—1,} y filtrar

seguidamente con el filtro {g;},esto es,

Lj_1—1 Lj1—1
hji = Z Gi—2khj—1k » g1 = Z Jl—2k95—1,k-
k=0 k=0

En el cuadro (3.6) se recoge un sumario de los conceptos clave abordados hasta el

momento respecto a la DFT.
3.5. Transformada discreta wavelet parcial.
Dada unaserie {X; : t = 0,...,N—1} con N = 27, el algortitmo piramidal proporciona

los coeficientes DWT W = WX tras J repeticiones. Si paramos el algoritmo tras Jy < J

repeticiones obtenemos la DWT parcial de nivel Jy de X cuyos coeficientes son

W W - b |
0 0 82./41
W Wy,
0 ° BJQAJofl e Al
Vo Vi
_AJOAJ071 e Al_
donde el vector V j, de 2% coeficientes de escala sustituye a los 2% de W y representa

la media sobre escala Ay, = 27° capturando las componentes de bajas frecuencias (escalas
grandes) de X.

En la practica se usa mas la DWT parcial que la completa debido a la flexibilidad
que proporciona el hecho de fijar la escala a partir de la cual el analisis no es de interés
practico. Ademds, con la DWT parcial de nivel Jy, se relaja la condicién de que N = 27
a que N sea multiplo de 270,

El andlisis multirresolucién (MRA) resulta

Jo

X:ZD]‘ +SJ0
j=1
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con idénticas consideraciones que en el caso de la DWT completa mientras que la descom-

posicién de energia es

Jo JO
IXIZ =D WGP+ [Vl = D 1D + (1S, 2
=1 i=1

y la de la varianza, conocido también por ANOVA,
1 & 1 s 1 1 )
—~ 1 2 .t 2 x2_ 1+ 2, - 2_ ¥
=5 = LW+ IVl =X = 53D+ sl =X @0

donde los dos tultimos términos corresponden a la varianza de la componente suave de

nivel Jy dada por Sy,.

3.6. Wavelet de Daubechies.

Hemos visto que podemos construir una transformada DWT ortonormal dada por la
matriz VW basdndonos en las propiedades (3.13a), (3.13b) y (3.13c).

En la figura 3.11 se observa que para la wavelet de Haar, dicho filtro es un filtro de
11
274
interpretacién no se deduce de las propiedades mencionadas como ilustra el siguiente filtro

paso alto con ancho de banda nominal de f € [5, z], pero es importante percibir que esta

1 1
V=, a1 = —=,
V2T TR

cuya ganancia cuadrética no es una aproximacion a un filtro de paso alto (ver figura 3.12)

ag = — a2:0,a3:0

H(f) =1—cos (8nf).

Daubechies, imponiendo un conjunto de condiciones de regularidad, propuso una clase
de wavelets muy util de acuerdo a la nocién de diferencia de medias adyacentes. La defini-
cién viene en términos de la funcién ganancia cuadratica del filtro escala {g; : { = 0,...,L — 1}

dada por
L g4y
GOV (f) =2cost nf Z <§ _l + > sin? 7 f,
1=0
donde L es un entero positivo par y
sin® (7f) =1

Usando la relacién

HP(f) =d"P(f +3)
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H() D()
3
2
1
05 0 05 05 0 05

f f

Figura 3.12: Ganancia al cuadrado de la funcién de transferencia del filtro da-
do por ag= —% , a1 = % , a2 =0, a3 =0 (izquierda) y del filtro diferencia dado por
ag =1, a; = —1 (derecha).

se obtiene que

SISl

L1
H(D)(f):2sinL7rflzg<2 _l )cosQlwf.
Considerando que la ganancia cuadratica del filtro diferencia {ag =1, a3 = —1} viene
dada por (ver figura 3.12)
D(f) = 4sin® (nf),

podemos escribir

HP)(f) = D3 (f)AL(f)
donde
Lo gy
) =g 3 (57 ) ot )
=0

Anélogamente se prueba (por induccién sobre L) que
HP () +HPNf +3) =2

para todo natural L. Ademés cualquier filtro wavelet {h;} cuya ganancia cuadrética satis-
faga la relacién anterior tiene energia unidad y es ortogonal a las traslaciones pares.

A medida que L crece, HP )() converge a un filtro ideal de paso alto mientras que
G a un filtro ideal de paso bajo; por otra parte el nimero de secuencias reales que
tiene ganancia cuadratica G(”) () también crece siendo la tinica diferencia entre la funcién

transferencia de ellas, la funcién fase, es decir, H(G)(-) de la representacién polar
G(f) =GO ().

Dada ¢(P )(-), se pueden obtener todas las {g;} por un procedimiento conocido por
factorizacién espectral donde diferentes factorizaciones conducen a diferentes funciones

fase. El problema consiste en determinar la factorizaciéon adecuada para utilizar.
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La factorizacion que utilizé Daubechies originalmente corresponde a la eleccion de fase
extremal para la funcién de transferencia y conduce a lo que se conoce como filtro de
. . . . ., . e
minimo retardo en la literatura de ingenieria, esto es, si {gl(f )} es el filtro escala de fase

extremal y {g;} es otro filtro escala correspondiente a otra factorizacion, se tiene que

m m 2
S <> (a7)  m=0,.. L1
=0

1=0

cumpliéndose con igualdad para m = L — 1 pues ambos filtros tienen energia unidad;
sin embargo para m < L — 1, la suma antterior se conoce como energia parcial de la
secuencia y en el caso del filtro de minimo retardo crece tan rapido como es posible. En
adelante, nos referiremos al filtro de Daubechies de fase extremal de anchura L mediante
D(L) para L = 2,4, ..., teniéndose que D(2) coincide con el filtro de escala de Haar.

Una segunda eleccién para la factorizacién de G(P)(-) conduce a la familia de filtros
escala de asimetia minima que denotaremos por {gl(am)} y que precisa los conceptos de
fase cero y fase lineal para explicar la naturaleza de tal factorizacion.

Cosideremos un filtro {u;} cuya funcién de transferencia sea

U(f)y= >y we !

l=—00

y supongamos que {uf} sea su filtro periodizado de longitud N con DFT {U?}

N-1
Up =3 ufe R = U(fi), fr= 4.
=0
Consideremos ademads una serie temporal {X; :¢t=0,..., N — 1} con DFT
N-1 o
X, = ZXte—mtw, k=0,...,N—1
t=0

cuya relacién inversa viene dada por

1 Y= ,

X, = — X.e2™h Y +=0,... N—1

t N k€ 7t 07 )

k=0
Sea

N—-1

Y= ufXeq moan, t=0,....N~1
k=0

el resultado de filtrar circularmente {X;} con {uf}. Entonces la DFT de {Y;} viene dada
por {UZ Xy} por lo que

N—-1
1 o1t
Y= N kEO UISXRQZQWICN, t=0,...,N—1.
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Reescribimos la funcién de transferencia U(-) en su forma polar U(f) = |U(f)]e?)
donde 6(-) es la funcién fase. Si

0(fy) =0, Vk (3.67)

se tiene que U(f) = |U(f)| y de aqui, U7 = |UZ| por lo que
| Nl o
Y, == kz_o U2 e %, t=0,...,N —1,

y consiguientemente, filtrando la serie {X;} con {uj} se obtiene una serie cuya sintesis
difiere de la de {X;} sélo en las amplitudes de las sinusoides y no en la fase. La interpre-
tacién practica de la condicién (3.67) es que los sucesos en {Y;} pueden ser alineados a los
de {X}}, que resulta un hecho importante a la hora de la interpretacién del significado de
{Y}:} en aplicaciones fisicas.

Un filtro con la funcién fase satisfaciendo

0(f) =0
para todas las frecuencias, se denomina filtro de fase cero.

Ejemplo 3.6.1. Los filtros dados por

1 _
» (=0 1oi=0,1
ug =1 1=+1 U = .
, resto
0, Tresto

son dos ejemplos de filtros con fase cero (u1;) y con fase distinta de cero (ug;). Sus

funciones de transferencia son
Ui(f) =cos’nf , Us(f) = e ™ cos?nf

y satisfacen que

UL(f) = [UL(H)] , Ua(f) = e ™|Us(f)].

Para introducir los filtros de fase lineal, consideremos el efecto de trasladar circular-

mente en v unidades la salida del filtro dada por {Y;} para construir
Y") =Yitr moan, t=0,...,N 1

donde v es un entero satisfaciendo que 1 < |v| < N — 1. Asf

N-1 N—1—-v N-1
(v)
Y;& = Z U?Xt-‘ru—l mod N — Z u?+th—l mod N — Z ulO+y mod NXt—l mod N
=0 l=—v 1=0
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{91} {}

L=2
" ., e L=4
- .I-- --I. - L=6
LE—e SR L=38
ul ]
[ ] I._-___ ___-_.I - L =10
N L mw A L=12
—l.—.ﬁl-l-.--I---— -—I-I-I-I-I-I-'-T..—.-— L =14
) "
—.—ITIJ-I-.-I-I-I-I-I-I— _W.T._'— L =16
L il P
n
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t

Figura 3.13: Filtros escala y wavelet de D(L) (de izquierda a derecha) para diferentes valores
de L.

de lo que se infiere que trasladar circularmente la salida del filtro en v unidades corresponde
a utilizar un filtro cuyos coeficientes hayan sido trasladados circularmente en v unidades.

Por otra parte el filtro circular {uerV mod N 20 =0,..., N — 1} puede ser construido
periodizando el filtro {ul(y) = w4, L =...,—-1,0,1,...} a longitud N por lo que las
propiedades de fase de {uf,, .4 v} Pueden obtenerse de la funcién de transferencia de

{ul(y)} que resulta
v (f) = e U(f).

Por consiguiente si {u;} tiene fase cero (U(f) = |U(f)|) entonces
U (f) = e ()]
y por tanto {ul(y)} tiene una fase dada por

0(f) =2nfv.
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{ai} {hu}
--. .--- ---. .-- L:8
e e L=10
... [ |
S -—I-I-'-'-.—.-J-I-I— L=12
—.—.—I--.-.:.-.-l---.-.— -—.—.—.—.—l—.—..—..l-.-.-.-.— L =16
an n
T e L Tessneng_——slageens —— [ — 1§
n
—I-I-I-I-.-IT.:.-.-.-I-.-I-I-I-I— -_.m-.-."-.ﬁ.l.f.*.-.— L =20

Figura 3.14: Filtros escala y wavelet de LA(L) (de izquierda a derecha) para diferentes valores
de L.

Un filtro con funcién fase satisfaciendo la propiedad anterior para cierta v € R se
denomina filtro de fase lineal.

Observacién 3.6.1. Notese que un filtro de fase lineal para cierta v € Z puede convertirse
en un filtro de fase cero sin mas que trasladarlo en v unidades, donde el signo positivo de

v se traduce en traslacién a la derecha y el negativo, a la izquierda.

Ejemplo 3.6.2. El filtro dado por

1 _
7 =1
usgg =413, 1=0,2
0, resto
es un ejemplo de filtro con fase lineal para v = —1. Su funcién de transferencia es

Us(f) = e 2™ cos® nf
(

y si lo trasladamos a la izquierda una unidad obtenemos que ),

1)

= ujp, cuya fase es cero.

Ya estamos en condiciones de establecer la definicion de filtro escala de Daubechies de

asimetria minima. De todas las secuencias {g; : { =0,...,L — 1} con ganancia cuadratica
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{95} {hji}

1
2
3 N\
4 =\
5 —
; _
7
: LT PR

l l

Figura 3.15: Filtros escala y wavelet de D(4) de orden superior, j =1,...,7.

GP)(f) calculamos
po{ar}) = mix [69)(f) — 2 7]

=3
y consideramos v el valor que minimiza dicha cantidad. El filtro buscado {gl(am)} viene
dado por la secuencia que minimiza la cantidad anterior para dicho valor v que satisface
que

0@ () ~ 2m fv
Como H(f) = e~ /(L=D+mig(L — f) se sigue
U (f) = —2nf(L—1) + 7+ 093~ f)

y aplicando la ecuacién anterior

OUD(f) = —2nf(L— 1)+ 7 +2n(L — flv = —2nf(L —1+v) +7(v+1)

con lo que la funcién fase del filtro wavelet es aproximadamente lineal cuando v es impar
pues se define médulo 27.
A este tipo de filtro lo denotaremos mediante LA(L) con L = 8, 10, .. .. Conviene anotar
que en la tabla 6.3 de [4] vienen los valores de los diferentes LA(L) pero que no coinciden
, . L , L—1 _ _
con los que se usan aqui debido a que la normalizacién que alli se usa es ) ;7 gy = 2 en

lugar de Zf;ol g1 = v/2. En lo restante, coinciden.

Fase Investigadora.
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Figura 3.16: Filtros escala y wavelet de LA(8) de orden superior, j =1,...,7.

3.7. Wavelet de Coiftlet.

Los filtros wavelet de Daubechies no son los tnicos que proporcionan una DWT que

pueda ser descrita en términos de diferencias generalizadas de medias adyacentes. Un

segundo ejemplo de este tipo de filtros son los denominados filtros de Coiflet. Aunque

hemos definido los filtros wavelet de Daubechies a través de su ganancia cuadratica, pueden

obtenerse mediante cierta condicion relativa a la anulacién de momentos sobre la funcién

wavelet que queda determinada por el filtro escala asociado, idea que subyace también

detras de la definicién del los filtros de Coiflet. Esta construcciéon proporciona una familia

de wavelets con buenas propiedades de la funcion fase. Nos referiremos a ellos mediante

C(L). La ganancia cuadratica asociada al filtro wavelet {hl(c)} viene dada por

L 2
c L L £—1+l 21 L
HO(f) =D3(f) Z(G l ) f +coss TfF(f)
=0

donde F(-) es un polinomio trigonométrico elegido para que se satisfaga la ecuacién

HOf) +HO(f +3) =2, Vf
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Cap. 3: TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA.
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Figura 3.17: Filtros escala y wavelet de C(L) (de izquierda a derecha) para diferentes valores

de L.

Obsérvese que mientras que los filtros wavelet de Daubechies de anchura L tienen

L

2

operaciones de diferencia, los de Coiflet involucran % de tales operaciones. La funcién fase

para {gl(c)} es aproximadamente 27 fv para v = —% + 1.

Fase Investigadora.
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Figura 3.18: Filtros escala y wavelet de C'(6) de orden superior, j =1,...,7.
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Capitulo 4
Ejemplos.

En los ejemplos que se proporcionan en esta seccién trataremos de ilustrar cémo se
comporta el andlisis MRA con la transformada DWT en los diferentes comportamiento
tedricos elementales, ademés de analizar dos casos de estudio real. Se utilizard como norma
general la DWT de LA(8) salvo mencién expresa. En los ejemplos introductorios el andlisis
se realizard parcial con Jy = 4 niveles, mientras que en los casos de estudio con Jy = 6. Se

muestran ademas el andlisis de Fourier y el periodograma con fines de comparacién.

4.1. Ejemplos ilustrativos.

En cada ejemplo se dibujaran dos graficas: una con las transformadas wavelet y de
Fourier que llamaremos W y F respectivamente ademds de sus periodogramas asociados
(tanto el wavelet como el de Fourier se llamaran P), que distinguiremos porque cada
periodograma se encuentra encima del anélisis del que proviene y la otra contendré los
detalles y aproximaciones (denotados por D; y S;) del analisis MRA wavelet.

Destacar que en todos los ejemplos introductorios se sigue esta estructura, salvo en
el correspondiente al ruido uniforme y normal donde no es de tanto interés una visién
detallada del analisis MRA como la visién global del tratamiento que hace la transformada
DWT con ellos.
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4.1.1. Suma de tres frecuencias puras.

El objeto de este ejemplo es mostrar como el andlisis wavelet sirve como herramienta
para la deteccién de las frecuencias puras de una serie. Proporcionaremos el analisis de
Fourier para una comparativa con el wavelet y mostraremos los periodogramas asociados
a dichos analisis.

La senal se compone de una suma de tres senos con frecuencia baja (periodo de 200

min), media (periodo de 20 min) y alta (periodo de 2 min), es decir,
s(t) = sin (3t) + sin (0.3t) + sin (0.03t)

tomada a un intervalo de muestreo At = 1 min a lo largo de un total de N = 1024
observaciones.

Analizaremos con la DWT parcial de orden Jy = 5 de LA(8). Recordemos que los
detalles de orden j proporcionan el anédlisis en la escala de \; = 27 a Ajr1 = 27+1 por lo
que la sinusoidal de periodo 2 se manifestard en Ds (escala de 2 a 4); la de periodo 20,
en Dy (escala de 16 a 32) y la de 200, en A4 (escala superior a 32) que desapareceria a
partir de Dg (escalas superiores a 256) hechos que pueden observarse, salvo el dltimo, en
la figura 4.2.

Obsérvese que las tres frecuencias son identificadas en el periodograma del andlisis de
Fourier. De manera similar, el periodograma del analisis wavelet muestra un pico en cada
uno de los rangos en los que se encuentra las frecuencias dentro del alcance del analisis.

En j =1, escalas de 2 a 4; en j = 4, escala de 16 a 32. Como el andlisis se hizo con Jg =5

05 T 051 = _
P P
0 0 — .
20 T _ .. 10 T
0 14 - " F 0 mmwwwwwwm»——-—-'nm W
20 125 - -10
5 5
R 500 1000 R 500 1000
t (minutos) t (minutos)

Figura 4.1: Serie, transformadas DWT de LA(8), transformada de Fourier y periodograma. La

Serie, en este caso, es una suma de tres frecuencias puras.

Fase Investigadora.
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2 T 1 T
0 T WM S5 0 T A~ AN~~~ Dy
-2 -1
2 1 2 T
0 T /\/\/\/\/\J S4 0 T D,
-2 -2
5 1 2 1
0 Wy g P 5 0 MMM D
-5 -2
5 1 17
04 Wy g 0 0y S5 0 brrsssi D
-5 -1
2 T 2 T
-2 -2
5 T 5 1
% 500 1000 0 500 1000
t (minutos) t (minutos)
Figura 4.2: Serie y aproximaciones (detalles) de érdenes j = 1,...,5 en la primera (segunda)

columna. La Serie, en este caso, es una suma de tres frecuencias puras.

la frecuencia més baja que capta es la de periodo 64 y no captamos la componente de
periodo 200; si hubieramos hecho un analisis a Jy = 7 etapas alcanzariamos una escala de

256 y saldria el pico que falta en el periodograma wavelet.
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4.1.2. Cambio brusco en la frecuencia.

El objetivo de este ejemplo es ilustrar el uso de la DWT para la detecciéon de cambios
bruscos en la frecuencia de las componentes de la serie. El andlisis de Fourier detecta ambas
frecuencias en el periodograma pero la discontinuidad entre ellas pasa desapercibida.

La senal se compone de dos senos: uno de frecuencia baja (periodo de 200 min) y otro
de frecuencia alta (periodo de 2 min), una a cada lado de ¢t = 512,es decir,

t sin (0.03t), 1<t <512
’ sin (3t), 512 <t <1024
con un intervalo de muestreo de At = 1 min en un total de N = 1024 observaciones.
Ambas componentes no conectan de forma continua, hecho observable en la figura 4.4 en
los valores altos de los detalles en torno a t = 512 (conviene apuntar que la deteccién
de discontinuidades se muestra en ejemplos siguientes), anélisis realizado con la wavelet
parcial de Jyp =4 de LA(8).

Por otra parte, la componente de frecuencia alta se manifiesta en D; (escala de 2 a 4)
mientras que la de frecuencia baja en A4 (escala superior a 16).

Si hicieramos un andlisis multirresolucion a la senal en Jy = 6 etapas observariamos que
en la aproximacién de orden 6 todavia estaria presente la componente de baja frecuencia
(escala de 16 a 32).

En este caso concreto, con este nimero de etapas, el periodograma de la FFT de la senal

identifica con mas claridad cada una de las componentes periddicas que el periodograma

02 1 0.4
0.1 l \ P 0.2 - P
0 , t * * *
10 1 ] . 5 T

o 8 Z
0 1 -ﬂ- - F O T w
10 L= - 5
2 2 T
-2 } } } -2 } } }

0 500 1000 0 500 1000

t (minutos) t (minutos)

Figura 4.3: Serie, transformadas DWT de LA(8) y periodograma, transformada de Fourier y

periodograma. La Serie, en este caso, es una sinusoidal con un cambio brusco de frecuencia.

Fase Investigadora.
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2 7T 0.1 T
0 T W Ss 0 T h/ W« 4 Dy
-2 -0.1
2 7 01 T
0 + W S3 0 T I" ilv 'A‘ D3
-2 -0.1
2 7T 0.2 T
0 T W S 0 T I' % I Dy
-2 -0.2
2 1 2 T
%) -2
2 T 2 T
-2 } } } -2 } } }

0 500 1000 0 500 1000

t (minutos) t (minutos)

Figura 4.4: Serie y aproximaciones (detalles) de 6rdenes j = 1,...,5 en la primera (segunda)

columna. La Serie, en este caso, es una sinusoidal con un cambio brusco de frecuencia.

DWT que lo que aporta es la importancia del rango de escalas 2 a 4 y 16 en adelante para

la reconstruccion de la senal.
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4.1.3. Ruido.

Se pretende con los siguientes graficos mostrar el tratamiento que hace el anélisis MRA
de la trasformada DW'T con el ruido uniforme y normal. Las funciones de la senales objeto
de interés son

s(t):U[—%,%] , s(t)=N(0,1)

segun se trate de uno u otro. Las figuras 4.5 y 4.6 muestran los resultados y se carac-
terizan por la irregularidad de los detalles; obsérvese en el periodograma la cantidad de
componentes que componen este tipo de senales.

El andlisis se realiza con la wavelet de LA(8) en Jy = 4 niveles para ambos tipos de

ruido. En este caso concreto no se hace para mayor nimero de etapas ni se separan las

0.571 0.57
P

0 -0.5 -0.5

057 0.571
01 F 01 S3 0t
-1 -0.5 -0.5
.05 0.5 0.5

- P S 0
0 -0.54 -0.5-
17 1 1
0
-1
1 -
0
-1 4 : : -1 4 : : -1+ : :
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
t (minutos) t (minutos) t (minutos)

Figura 4.5: Serie, transformadas DWT de LA(8) y periodograma, transformada de Fourier y

periodograma. Serie y aproximaciones (detalles) de érdenes j = 1,...,5 en la segunda (tercera)
columna. La Serie, en este caso, es ruido uniformemente distribuido en el intervalo [—%, %]

Fase Investigadora.
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5 5
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
t (minutos) t (minutos) t (minutos)

Figura 4.6: Serie, transformada DWT de LA(8) y periodograma, transformada DFT y perio-
dograma en la primera columna. Serie y aproximaciones (detalles) de 6rdenes j = 1,...,5 en la
segunda (tercera) columna. La Serie, en este caso, es ruido normalmente distriubuido (media 0,

varianza 1).

graficas de los periodogramas de las de los detalles y aproximaciones pues solo se pretende

ilustrar el tratamiento que hace este analisis con el ruido.
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4.1.4. Discontinuidades.

El objetivo es estudiar el comportamiento del MRA de la transformada DWT con un
ejemplo basico de senal con discontinuidades de diversos érdenes de magnitud. El interés
estd en comprobar como los detalles del anélisis MRA muestran las discontinuidades. La

funcién que define la senal es

0, 1<t<256
1, 256 <t <512
Sl(t)z
3, 512 <t <768
6, t> 768

que presenta discontinuidades de salto (de diferente magnitud) en t = 256,512, 768. El
andlisis se realiza con la wavelet de LA(8) en Jy = 5 etapas. Conviene recordar que para
la deteccién pura de discontinuidades es preferible el uso de la wavelet de Haar pues
muestra mas claramente las rupturas de senal, sin embargo aqui lo hemos hecho con la
wavelet de LA(8) que también muestra con claridad lo deseado.

Obsérvese, en la figura 4.8, que los detalles recogen las discontinuidades de la senal en
todos sus érdenes con picos tanto méas grandes cuanto mayor es la magnitud del salto.

Los saltos de los extremos también se deben a la discontinuidad que hay entre el primer
valor de la serie y el ultimo porque, al igual que la transformada FFT, la transformacion

DWT trata a la serie de tamano N como una porcién de una secuencia infinita de periodo

5

1 p 0.1 - p
0 0 n . ]

--O 40 T ]
0 1h= 5 F 0 -'.‘I w

-40
10 1 10 1
5 1 f X 5 t f X
0 + + t 0 + + t
0 500 1000 0 500 1000
t (minutos) t (minutos)

Figura 4.7: Serie, transformadas DWT de LA(8) y periodograma, transformada de Fourier y

periodograma. La Serie, en este caso, es una funcién escalonada.

Fase Investigadora.
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Figura 4.8: Serie y aproximaciones (detalles) de érdenes j = 1,...,5 en la primera (segunda)

columna. La Serie, en este caso, es una funcién escalonada.

N. Si observamos con detenimiento nos daremos cuenta que la discontinuidad con mayor
magnitud de salto es la que se produce entre dichos valores al considerarla una secuencia

periodica, hecho que se aprecia con claridad en la figura 4.8.
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4.1.5. Triangulo mas seno.

En este ejemplo se muestra como la DWT detecta las componentes en una senal com-

puesta de un tridngulo més un seno, esto es,

t—1 :
=== + sin (0.3t), 1 <t<512
S(t) — 500 ( )

10001 +sin (0.3t), 512 <t <1024

El seno tiene una oscilaciéon cada 20 minutos y el tridngulo abarca la totalidad de los
datos (una oscilacién cada 1024 minutos).

Se verd en el andlisis que la forma en la que el MRA wavelet detecta ambas componentes
en la senal es captando la frecuencia del seno en el detalle correspondiente (periodo del seno
en el rango de escala del detalle) y dejando el tridngulo como componente que marque la
tendencia general de la serie (este tipo de informacién siempre aparece en la aproximacién
de la dltima etapa).

Como se puede apreciar el la figura 4.10 la oscilacién del seno (20 min) se capta en los
detalles D3 y Dy (escalas de 8 a 16 y de 16 a 32). Sin embargo, el tridngulo (oscilacién
de 1024 minutos) se encuentra en Ag (escala superior a 128) en un anélisis MRA con la
wavelet de LA(8) en un total de Jy = 6 etapas, hechos que corroboran lo mencionado en
el parrafo anterior. Si la componente seno fuese ruido en la senal, de aqui se infiere un
mecanismo muy elemental para limpiarla: “quedarnos con una aproximaciéon de una etapa

elevada tras un analisis MRA”.

0.5 0.5 71
. P
P
0 1 0 :
20 T, . 10 T
0 7o = F 0 : -*J W
20— -10
5 5 T
0 L ANMMMMAARAAANAMI, X 0+ N x
-9 -5
0 500 1000 0 500 1000
t (minutos) t (minutos)

Figura 4.9: Serie, transformadas DWT de LA(8) y periodograma, transformada de Fourier y

periodograma. La Serie, en este caso, es una suma de un tridngulo y un seno.

Fase Investigadora.
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Figura 4.10: Serie y aproximaciones (detalles) de érdenes j = 1,...,5 en la primera (segunda)

columna. La Serie, en este caso, es una suma de un tridngulo y un seno.

Obsérvese en la figura 4.9 que ambas frecuencias las detecta Fourier en el periodograma

hecho que también se aprecia de alguna forma en el periodograma wavelet.
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4.2. Ejemplos reales.

4.2.1. Electrocardiograma (ECG).

Como primer ejemplo del uso de la DW'T con datos reales, consideremos la serie tem-
poral X de un electrocardiograma del ritmo de un paciente que experimenta arritmia
ocasional. La serie consta de N = 2048 mediciones en milivoltios (180 muestras por se-
gundo, es decir, con intervalo de muestreo At = ﬁ ~ 0.3 sg) cubriendo un total de 11.38
segundos y es una buena candidata a un andlisis MRA debido a que sus componentes
estdn en diferentes escalas. Las fluctuaciones de escala mds grande (frecuencia més baja)
corresponden al movimiento de la respiracion del paciente y dan la forma de la linea base
de la serie mientras que las fluctuaciones de escala més pequena (frecuencia mas alta)
presentes en la serie cada 3 — 4 segundos se deben al movimiento del paciente. Ninguna de
estas fluctuaciones estd directamente relacionada con el corazén. Los picos més grandes
que ocurren cada 0.7 segundos, etiquetados con la letra R, corresponden a las ondas R
del ritmo normal del corazon; la onda anterior a cada onda R se conoce por onda P y la
posterior, onda T. Uno de estos complejos PRT esta dibujado en la figura 4.11.

Las figuras 4.12, 4.14, 4.16 y 4.18 muestran el MRA de nivel Jy = 6 para las DWT de
Haar, D(4), C(6) y LA(8) respectivamente, mientras que las figuras 4.13, 4.15, 4.17 y 4.19
muestran las aproximaciones que proporcionan los andlisis de niveles 7 = 1,...,6 de la
serie ECG para las DWT de Haar, D(4), C(6) y LA(8) respectivamente. Para las cuatro
wavelets, los detalles D; tienen media nula mientras que las componentes suaves Sg, igual

a la media de X. Los MRA satisfacen que

6
X:ZD]‘ + Sg
j=1

Cualitativamente, el MRA de la DWT LA(8) es mas suave, hecho que se observa a
simple vista: los detalles de alto nivel de Haar tienen apariencia de bloques mientras que
los correspondientes a la DWT D(4) y C(6) presentan una apariencia triangular, hecho
que observa de forma més notoria en ambos casos en Dg vy Sg.

La razén por la que ocurre ésto es debida a que los detalles de nivel j, D;, son com-
binaciones lineales de las filas de W asociadas a escala 7;At (véase ecuacién (3.5)) que
se forman a partir de versiones periodizadas del filtro wavelet de nivel j, {h;;}, y sus
traslaciones.

Observando las figuras 3.15 y 3.18 se puede apreciar que la apariencia de los detalles
de alto nivel correspondientes al MRA de D(4) y C(6) responde a la naturaleza de los
filtros wavelet de alto nivel correspondientes a dichas wavelets. Por el contrario, la casi-

simetria y suavidad de los filtros relativos a la DWT LA(8) parece propocionar una mejor

Fase Investigadora.
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Haar

0 2 4 6 8 10

t (segundos)

Figura 4.11: Coeficientes de la DWT parcial de Haar, D(4), C(6) y LA(8) para la serie ECG
(datos extraidos de la Universidad de Washington) con Jy = 6. Las lineas punteadas separan los
coeficientes correspondientes a W1, Wo W3, W, W5 Wg v V.
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0 2 4 6 8 10

t (segundos)

Figura 4.12: Andlisis multirresolucién (MRA) con la DWT de Haar para la serie ECG.

Fase Investigadora.
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Figura 4.13: Aproximaciones de niveles j = 1,2,...,6 con la DWT de Haar para la serie ECG.
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Figura 4.14: Anélisis multirresolucién (MRA) con la DWT D(4) para la serie ECG. Las lineas
discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).

Fase Investigadora.
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Figura 4.15: Aproximaciones de niveles j = 1,2,...,6 con la DWT D(4) para la serie ECG. Las

lineas discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).
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Figura 4.16: Anilisis multirresolucién (MRA) con la DWT C(6) para la serie ECG. Las lineas

discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).

Fase Investigadora.
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Figura 4.17: Aproximaciones de niveles j = 1,2,...,6 con la DWT C(6) para la serie ECG. Las
lineas discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).
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Figura 4.18: Analisis multirresolucién (MRA) con la DWT LA(8) para la serie ECG. Las lineas

discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).

Fase Investigadora.
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Figura 4.19: Aproximaciones de niveles j = 1,2,...,6 con la DWT LA(8) para la serie ECG. Las

lineas discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).
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aproximacién de la informacién de la serie en el sentido que las componentes del MRA
estan mas influenciadas por los datos propios de la serie que por el perfil de los filtros.

La naturaleza del MRA basado en una descomposicion a diferentes escalas separa las
componentes de la serie ECG en trozos susceptibles de ser analizados posteriormente. Por
ejemplo, como D5 y Dg reflejan los cambios sobre escala fisica 75 At = 16At ~ 0.09 sg y
T6At = 32At &~ 0.18 sg, estos detalles extraen la informacién relativa a las ondas P y ondas
T. Obsérvese que la componente suave Sg en la DWT LA(8) refleja acertadamente la linea
base de la serie. Por otra parte, las fluctuaciones de baja escala debidas al movimiento del
paciente estan aisladas en los detalles de niveles 1 y 2.

Sin embargo, para el MRA de LA(8), también existen ciertos artificios que se aprecian
en comparacién de los resultados de una MRA basado en la DWT de “solapamiento
maximo”, que se conoce por MODWT y que estan relacionados con como la DWT maneja

las condiciones de frontera iniciales y finales de la serie.

4.2.2. Consumo eléctrico (ECS).

Los datos corresponden a la medida del consumo de una planta eléctrica tomadas cada
minuto a lo largo de aproximadamente 3 dias obteniéndose un total de N = 4096 muestras.
Dichas medidas estan corregidas de algunos agentes externos conocidos, errores debido a
condiciones climatoldgicas, ... por el aparato de medida salvo en los errores de lectura.

Del comportamiento de la serie, destacar algunos aspectos fundamentales:

(1) Aproximadamente el 50 % del consumo total corresponde a las industrias mientras
que el resto, a los cosumidores particulares. Por tanto la curva contendra dos compo-
nentes: una regular (con cambios en baja frecuencia) correspondiente al consumo de
éstas y otra irregular con componentes de alta frecuencia, relativa a los consumidores

particulares (hay aproximadamente 10 millones).

(2) Los periodos fundamentales de la serie serén los dias y las semanas debido al ritmo

de la actividad econdémica.

(3) Los patrones de consumo diario varian debido a diversas condiciones como el frio

variable de un dia a otro, etc.

(4) Los errores de lectura estan en la serie pero se ha rellenado una parte que faltaba

por interpolaciéon por splines.

(5) A lolargo de las observaciones desde t = 2400 hasta t = 3400 se detectan fallos en los

sensores de medida (recordar que se trata de 10 millones de sensores acumulados).

Como ejemplo de andlisis realizaremos un breve andlisis global y dos analisis locales

correspondientes a un intervalo durante el mediodia y otro durante el final de la noche.
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El primer intervalo presenta una alta actividad con cambios veloces de consumo y gran
consumo por lo que la estructura de la senal es compleja; el segundo, con baja actividad y
cambios graduales, presenta una estructura més simple. Utilizaremos la wavelet L A(8) ha-
ciendo una descomposicién parcial de Jy = 6 niveles (asumiendo querer capturar cambios
en escalas menores a 26 = 64).

Respecto al andlisis global de la serie, en la figura 4.20 se observa que las deficiencias
de lecturas anteriormente mencionadas, quedan visibles en los detalles de 6rdenes 1 y 2,
ambos de igual orden de magnitud, en los valores desde t ~ 2400 hasta ¢t ~ 3400. La
aproximaciéon de orden 3, ver figura 4.21, captura las componentes principales de la serie
ademads de su forma siendo la contribucién més significativa la del detalle de orden 3 por
lo que los cambios més significativos se producen por componentes con periodos inferiores
a 16 minutos. Esto también se observa en que las aproximaciones de érdenes superiores a
3 son mdas homogéneas entre si.

Respecto al analisis local, localizaremos las graficas del andlisis global en determinados

intervalos.

Medio dia: El intervalo de tiempo de interés es desde ¢t = 2200 hasta ¢t = 3700 correspon-
diente a aproximadamente un dia a partir de las 12:30pm. Los detalles de 6rdenes 1
y 2 (ver figura 4.22) recogen las variaciones debidas a las imprecisiones de los instru-
mentos de medida observandose claramente que el intervalo de medicién irregular
esta en t = 2500, ...,3400 y que hay dos errores (picos) en los instrumentos de me-
dida en tales puntos. Ademas el detalle de orden 4 anade los aspectos principales de
la serie. Si se observa con detalle es en este detalle donde se dectecta la interpolacién

por splines realizada en el intervalo t = 2865, ..., 2885.

Final de la noche: El intervalo es, en este caso, desde ¢ = 1500 hasta ¢ = 1800 y co-
rresponde a un periodo de aproximadamente 5 horas durante el final de la noche.
Observando la figura 4.23 es dificil distiguir un extremo en las proximidades de
t = 1600 y t = 1625 que se detecta claramente en D;. La aproximacién que propor-
ciona Ajz es buena salvo en tales puntos siendo las de orden superior casi-lineales a
trozos. Se tiene que las componentes principales de la serie (y més significativas) las

proporcionan D3 y Dy.

4.3. Consideraciones practicas.

De la misma forma que en el ejemplo anterior existen determinadas consideraciones
practicas que deben tenerse en cuenta para realizar un analisis wavelet de una serie tem-
poral. En esta seccién veremos algunas elecciones que debemos realizar y algunas opciones

para manejar las condiciones de frontera.

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



218 Cap. 4: EJEMPLOS.

“n‘l AN Al A ‘ D n

<
S
<
=
<
<

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

t (minutos)

Figura 4.20: Anélisis multirresolucién (MRA) con la DWT LA(8) para la serie ECS. Las lineas

discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).
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Figura 4.21: Aproximaciones de 6rdenes j = 1,...,6 con la DWT LA(8) para la serie ECS. Las
lineas discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



220 Cap. 4: EJEMPLOS.

600 1
400 \Vv N 40 |
200 1 0 frmrr AN Dy
0 - 40
600 1
400 \\J\\/M s 40 |
200 | 0 fronmmi et D
0 40
600 1
400 W N 10 1
200 + 0 WWWWMM Dy
0 40
600 1
400 W N 10 1
200 + 0 MWM%WMM D3
0 40
600 1
400 W S2 |
200 1 0 {eseapprssiprpmtsioms D
0 40
600 1
400 W S1 2
200 1 I B e 2
0 40
600 1 600 1
400 1 400 {
X X
200 1 200 {
0 t " " 0 ' } }
2500 3000 3500 2500 3000 3500
t (minutos) t (minutos)

Figura 4.22: Aproximaciones y detalles de 6rdenes j = 1,...,6 con la DWT LA(8) para un

tramo de un dia a partir de las 12:30 h. del mediodia.
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Figura 4.23: Aproximaciones y detalles de érdenes j = 1,...,6 con la DWT LA(8) para un
tramo 5 h. del final de la noche.
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4.3.1. Eleccidén del filtro wavelet.

El primer problema que se presenta es cémo elegir adecuadamente un filtro wavelet
concreto de los expuestos en las secciones anteriores.

Como se ha podido observar en el ejemplo del ECG, la eleccién adecuada depende
mucho de la aplicacién que se le vaya a dar a dicho andlisis y del tipo de serie que vayamos
a analizar, es decir existe una relacién directa entre el tipo de objetivo del andlisis (tal
como aislamiento de eventos en la serie, estimacién de senal, estimacion de parametros en
procesos de larga memoria, test de homogeneidad de la varianza, estimacién de la varianza
wavelet,...) y las propiedades requeridas para el filtro wavelet para alcanzar dicho objetivo.

Generalmente, la eleccién viene determinada en un intento de equilibrar dos conside-
raciones. Por una parte, los filtros wavelet de anchura corta (L = 2,4, 6) pueden conducir
a artificios indeseables en los resultados del andlisis como ocurria en los MRA de la DWT
de Haar, D(4), y C(6) del ECG (figuras 4.12, 4.14 y 4.16) que resultaron en bloques y
tridngulos en los detalles de orden superior. Por otra parte, los filtros wavelet de anchura
elevadas pueden conducir a una mejor aproximaciéon de las caracteristicas de la serie pero
su uso puede conducir a mucho coeficientes influenciados en exceso de las condiciones de
frontera, a un descenso en el grado de localizacion de los coeficientes DWT y a un elevado
coste computacional.

Si la estrategia general es usar el menor valor de L que proporcione resultados ra-
zonables. En la préactica, implica necesariamente la comparacion de anélisis preliminares
aumentando el valor de L, hasta obtener un andlisis que esté libre de artificios atribuibles
al filtro wavelet.

Si se combina la estrategia anterior con el requerimiento de que los coeficientes DW'T
resulten alineables en el tiempo con los de la serie (es decir tengan una fase cercana a
cero), a menudo se tiene a la wavelet LA(8) como una buena eleccién. Si el alineamiento

de los coeficientes wavelet resulta importante y se elige el filtro LA(8), es mejor tomar uno

L

cuya mitad de anchura, 5 sea par pues tienen funciones fase que son mejor aproximacién

a fase lineal.

4.3.2. Condiciones de frontera.

La transformada DWT hace uso del filtrado circular que, cerca de los extremos de la

serie, la trata como si fuera una porciéon de una secuencia periddica de periodo N, es decir
Xt = Xt mod N

Esta asuncién es razonable para determinadas series si el tamafio se elige adecuada-
mente. Por ejemplo en la serie de los niveles subtidiales del mar, ésta tiene una componente

anual fuerte por lo que puede ser tratada como una serie circular con validez si el nimero

Fase Investigadora.



4.3 Consideraciones practicas. 223

de observaciones cubre un multiplo de un afio. Para otras series la circularidad es una
asuncién problematica sobre todo cuando existe una fuerte discontinuidad entre X y
Xn_1.

Dado que dicha asuncién puede ser cuestionable debemos considerar cuidadosamente
cémo afecta exactamente al andlisis de la serie. Recordemos que los coeficientes wavelet

de nivel j venian dados por
Wjﬂf == @Wj,2j(t+1)fla t == 0, e 7N_] - ].

donde N; = % siendo

Li—1
V2iW; = > hjuXi) moan, t=0,...,.N—1
=0

para L; = (27 — 1)(L — 1) + 1 que resulta ser la anchura de {h;,}.

Asi pues, en el filtrado circular de {X;} con {h;;} que proporciona {\/@WM}, los
valores de los indices ¢ = 0,...,L; — 2 de la salida a tal filtrado hacen uso explicito de
la asuncion de circularidad mientras que los indizados por t = L; —1,...,N — 1 no. El
indice ¢ del primer coeficiente wavelet W;; que no resulta afectado por la circularidad es

el menor que satisface que
2(t+1)—1>L;—1

o equivalentemente

£ > (1-%) (L—2) — t— [(1-%) (L—Q)w ~ 1

Ademds, como L} = L — 2 ocurre si y sélo si (L — 2) (1- 2%) > L — 3, entonces
L; = L — 2, siempre que 2/ > L — 2.

Bajo la hipétesis de que L; < N; podemos interpretar L; como el numero de coefi-
cientes de W, ; afectados por la circularidad que, en general, resulta ser min {L;}7 Nitya
los que nos referiremos mediante el término coeficientes de frontera. Véase la tabla 4.1
que proporciona dichos valores para diferentes anchuras L.

Con una linea similar de razonamiento se tiene que el nimero de coeficientes escala
que son frontera en una DWT parcial de nivel Jo es min {L/; , N, }. Cémo se observa en
la tabla 4.1, L;- no depende de N, crece cuando L crece y no es no decreciente al crecer j.
Ademss satisface que % —-1< L;» <L-2.

Veamos ahora como afecta la circularidad a los detalles D;. Dado que

N;—1

n=0
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L Ly Ly Ly Ly Ly
2 0O 0 0 0 0
4 1 2 2 2 2
6 29 3 4 4 4
8 3 5 6 6 6
10 4 6 7 8 8
12 5 8 9 10 10
14 6 9 11 12 12
16 7 11 13 14 14
18 8 12 14 15 16
20 9 14 16 17 18

Cuadro 4.1: Numero L; de coeficientes de frontera en W; o V; basados en un filtro

wavelet de anchra I donde se asume que L; < Nj.

donde W; 6 = (Wj)z:. es un vector columna cuyos elementos son los de la fila n-ésima de

W;. Cuando L; < N, sabemos que los coeficientes frontera son
Win, n=0,...,L; -1

por lo que escribimos

!
Lj_l Nj—l
’Djz E ijWj,n.—F E ijWj,n.

separando las componentes afectadas por la circularidad de las que no. Basta, por tanto,

determinar a que indices de D; afecta la expresién

U
Lj—l

Z Wj,nWj,no
n=0

Para ello, considerando que
T k27 T
Wike = Wj)pe = [T (WJ)O.}

es decir, son traslaciones de k27 elementos de la fila inicial, podemos afirmar que el conjunto
de indices buscado es aquél en el que alguno de los elementos de W; e 0 de W, /14 €8
]

no nulo. Por tanto, como W, = (X, W, ne), utilizando la ecuacién (3.61) resulta

Lj—1

Wio = (X, Wjoe) = > hjuXoi 11 mod N
1=
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Y que
Lj—1
Wj,L;—l = <X,Wj,L;.—1.> = Z hj,lXZiL;.—l—l mod N
1=l

con lo que los indices buscados corresponden a los indices que toma X; en ambos suma-
torios.

Se obtiene que los indices son
t=0,...,27L5 -1 y t=N-(L;-2),...,.N—1

es decir, los primeros 27 L; elementos de D; y los L; — 27 tltimos.
Una forma de reducir el impacto de los coeficientes frontera en analizar la serie de 2V
elementos

Xo,. o, XN-1, Xn_1, XN—2,..., X0

que resulta ser una estrategia existosa en el contexto del andlisis de Fourier porque como
bien es sabido, la DF'T considera la serie como una porcién de tamanio N de una secuencia
periédica de periodo N. Asi se eliminan los efectos debidos a la diferencia que pueda haber
entre Xo y Xny_1. Nos referiremos a esta técnica, en adelante, mediante “andlisis de X
usando condiciones de reflexion de frontera” donde el precio que se paga por su uso es un

incremento del coste computacional que, a menudo, es bastante aceptable.

4.3.3. Series con nimero de elementos que no es potencia de 2.

La transformada DWT completa estd disenada para trabajar con series cuyo nimero
de elementos sea N = 27/ para cierto J € IN. Hemos visto anteriormente que en la DWT
parcial de nivel .Jy esta condicién se suaviza a que N sea un miltiplo entero de 270, En
caso de no tenerse tal circustancia puede usarse uno de los tres métodos siguientes para
obtener una transformada tipo DWT de la serie. Debemos destacar que una alternativa
razonable a la DWT que funciona para N general es la MODWT que no resulta ser una
transformacién ortonormal pero que presenta propiedades similares (ej, proporciona un
ANOVA y MRA exactos) y propiedades superiores (ej, su MRA estd asociado a filtros de
fase cero, hecho que no ocurre en el MRA de la DWT).

El primer método, muy usado en los algoritmos de la FFT, consiste en anadir elemen-
tros a X iguales a X hasta que su tamafo alcance el primer miltiplo de 270 mayor que N

que llamaremos N'. Asf las cosas, la nueva serie {X;} vendrd dada por

X, t=0,...,N—1
X, t=N,.. N -1

donde se tiene que X’ = X y que

~2 1 = ! ¥\ 2 1 — )2 N/\Q
t=0 t=0

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



226 Cap. 4: EJEMPLOS.

del que se puede obtener un ANOVA de X a partir del de X’ utilizando la ecuacién (3.66),

obteniéndose que
Jo
N [ 1 1 -2
~2 1912 12
=—| = E W' —||V -X

Respecto al MRA de X, consideremos que
Jo
/ / /
X'=> "D+
j=1

vy que esta descomposicién es puntual, por lo que tomando los N primeros elementos de

D; y de SL’IO obtenemos el MRA buscado, pudiéndose escribir como

Jo
X = Z Inn'Dj + InneSh,
j=1
donde Iy v es una matriz de orden N x N’ con los elementos de su diagonal principal
igual a 1 y el resto 0.
El segundo método consiste en dividir la serie en porciones de tamano 27 —1 y tomando

N el mayor entero que cumple que N” < N siendo multiplo de 270, definir
XM = [Xg,..., Xnv—1]  XO = [Xy_nyry..o, Xn_i]

ambas de longitud N”. Considerando Wg»l) y Vf]lg los subvectores de la DWT de X®
podemos combinar los dos analisis

Jo

XO=3"pY 450, 1=1,2

j=1
para obtener un MRA exacto (no asi el ANOVA). La estrategia consiste en mantener las
descomposiciones para X, ..., Xny_n»_1 dadas por el MRA de X(l); lasde Xy, ..., Xn_1,
por el MRA de X y tomar media aritmética para los de Xy_nv, ..., Xy»_1 dadas por
los MRA de X1 y X2,

El tercer método consiste en redefinir la etapa general del algoritmo piramidal para

preservar un coeficiente adicional de escala en cada nivel pero que resulta de un método

donde los coeficientes escala no estdn en una tnica escala.

4.3.4. Eleccion del nivel J; para la DWT parcial.

Igual que en la eleccién de la wavelet, el nivel parcial Jy, debe ser tenido en cuenta a
partir de la aplicacién que se la vaya a dar al andlsis.En el caso del ECG, se elige Jo = 6
porque las fluctuaciones de escala superior a AgAt ~ 0.36 no resultan de interés en el

estudio del ritmo cardiaco.
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Debe observarse ademas que la elecciéon de L tiene cierta influencia sobre el nivel Jy.

El nivel por defecto a elegir es tomar Jy tal que
LJO < N < LJO+1

que asegura que, al menos, algunos de los coeficientes de W 5, y V ;, no estaran afectados

por las condiciones de frontera.
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Capitulo 5

Transformada wavelet discreta de

maximo solapamiento.

5.1. Descripcion cualitativa de la MODWT.

En este capitulo se describe una versiéon modificada de la DWT denominada transfor-
mada wavelet discreta de maximo solapamiento (del inglés MODWT), la cual, basada en
la wavelet de Haar, se usa desde los anos 70. En la literatura también se conoce como
DWT invariante a traslaciones, DWT estacionaria,...

En contraste con la DWT ortonormal parcial, la MODWT de nivel Jy de una serie tem-
poral es una transformacién no ortogonal que proporciona los vectores Wl, . ,W Jos ‘7J0
cada uno de dimensién N. El vector Wj contiene los coeficientes wavelet MODW'T aso-
ciados a cambios en escala 7; = 277! mientras que ‘N/jo los coeficientes escala MODWT
asociados a variaciones en escala \j, = 270 y superiores. De manera ansloga a la DWT,
la MODWT estd definida en términos de un algoritmo piramidal computacionalmente

eficiente.Las caracteristicas fundamentales que distinguen la MODWT de la DWT son:

(1) La DWT parcial de nivel Jj restringe el tamano de la serie a un miiltiplo entero de
270 sin embargo la MODWT de nivel Jj es vilida cualquiera que sea N. Cuando N
es miiltiplo de 270, la DWT parcial de nivel .Jy requiere un total de O(NN) operaciones
para efectuar su cémputo mientras que la MODWT requiere O(N log, N). Hay un
precio computacional que debemos pagar por el uso de la MODWT en lugar que la
DWT pero el orden total coincide con el del ampliamente usado algoritmo FFT y

por tanto es bastante aceptable.

(2) Anélogamente a la DWT, la MODWT sirve para realizar un MRA con la particu-
laridad de que traslaciones en la serie se corresponden con idénticas traslaciones en

las componentes suaves y detalles del analisis MRA.
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(3) Las componentes suaves y los detalles de la MODWT, en contraste con los pro-
porcionados por la DW'T, estan asociados a filtros de fase cero, hecho que permite

alinear las caracteristicas de la serie con los detalles.

(4) Igual que en la DWT, la MODWT puede ser usada para realizar un andlisis de
varianza (ANOVA).

(5) Al contrario que en la DWT, el espectro de potencia empirico de una serie y su

version trasladada coinciden.

5.2. Efecto de las traslaciones circulares en la DWT.

Para ilustrar la invarianza de la MODWT frente a las traslaciones (hecho que no ocurre
en la DWT) dibujamos el anélisis MRA DWT de la serie

Cos(m)—i—% ,t =40,...,45

,resto

de N = 128 elementos y su versién trasladada 7°X con la MODWT de LA(8) en Jy = 4
niveles en la figura 5.1. La energfa de las series X y de 75X coinciden con el valor ||X]|2.
Aunque podriamos esperar que el MRA de la serie 7°X fuese una traslacién del MRA de
X, una comparaciéon de ambas columnas muestra que la traslaciéon ha alterado conside-
rablemente la DWT de la serie y sus detalles. De ésto concluimos que la transformacion
DWT es sensible a las traslaciones.

Para comprender porqué la traslacién afecta a la transformada DW'T nos centraremos
en los elementos Wy ; para j = 4,5,6,7 del subvector Wy de X'y T°X que se obtienen
mediante producto escalar de la serie X (respectivamente 7°X) con una filas de la matriz
Wiy (concretamente con (W4);‘C. para j =4,5,6,7).

Los coeficientes de nivel j = 4 con la DWT LA(8) surgen de tal producto y se co-
rresponden con diferencias entre dos medias. La primera media es en escala 74, = 23 y
corresponden a la posicién del pico central de los vectores bdsicos, mientras que la dife-
rencia de medias adyacentes corresponden a los valles anterior y posterior de dicho pico
central.

Observando la figura 5.2 se deduce que Wy 5 para la serie X es grande pues los picos
de X y del vector basico estan alineados mientras que los valles estan en una porciéon de X
donde ésta es nula; por otra parte Wy 4, Wy y W4 7 son pequenas pues ocurre lo contrario.
Obsérvese por ejemplo que en la segunda fila de la misma figura, la traslacion de X, es
decir 7°X, cambia la naturaleza de Wy

En conclusion, aunque los coeficientes DW'T pueden ser interpretados como diferencias

de medias adyacentes, los intervalos sobre los que tales medias se toman estan fijados a
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Figura 5.1: Andlisis MRA con la DWT LA(8) en Jy = 4 niveles de una senal y su trasladada

para ilustrar el efecto en los detalles de la traslacion.

priori y por tanto puede que las caracteristicas de la serie no coincidan con ellos. Un
cambio en el punto de inicio de la serie puede producir cambios importantes debido a que

la yuxtaposicion de dichos intervalos con las caracteristicas de la serie. Como veremos, la
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Wiy Wy Waie War

0.5

0 X
-0.5 : : : : : : : :
0.5

| :

0 V4 T°X

-0.5 } } : : f : : :
0 64 128 0 64 128 0 64 128 0 64 128
t t t t

Figura 5.2: Vectores bdsicos de nivel Jy = 4 usados en la matriz de paso de la transformacién
DWT de LA(8) para la obtencién de los coeficientes Wy j, j = 4,. .., 7 respectivamente de izquierda
a derecha en ambas filas (lineas azules gruesas). Ademds, en la primera fila, se pinta la serie X y

en la segunda fila, la serie 75X (lineas negras finas).

MODWT es un intento de evitar los efectos de la eleccién del punto de inicio a traves
de la inclusién de todas las posibles ubicaciones de tales intervalos. La idea es aplicar el
algritmo dos veces, a la serie y a su trasladada para fusionar los resultados en uno. Asi se

evita el efecto de las traslaciones.

5.3. Filtros wavelet y escala MODWT.

Definiremos los filtros escala y wavelet MODW'T, con objeto de hacer conexiones con

la DWT, como un rescalado de los filtros wavelet y escala DWT dados por
LA [

h; = , =
l \/5 aqi \/5

teniéndose, de las ecuaciones (3.13a), (3.13b) y (3.13c), que

L-1 -1 oo
> =0, Zh?Zi Y Mihian =0
1=0 1=0 I=—o0

para cada n € Z — {0}.
Si denotamos H )y 7'7() a las funciones de transferencia y ganancia cuadratica del

filtro {h;}, tenemos que

=20 ="

y ademas
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obteniéndose relaciones andlogas para el filtro escala {g;}, que conjuntamente proporciona
H(f)+6(f) =1

Obsérvese que estas modificaciones no afectan a la relacién existente entre los filtros
escala y wavelet MODWT

G=CED 0 = (=D'gy

Asi las cosas podemos escribir

L-1

Wl,t = Z tht—l mod N
=0
L—-1

Vig = Z 9Xt-1 mod N
=0
parat=0,..., N — 1, teniéndose que se obtienen por filtrado circular de X con los filtros

{H,} v {g,} respectivamente.

5.4. Conceptos basicos de la MODWT.

La razén de formular la MODWT es esencialmente definir una transformacién que
actie tanto como sea posible como la DW'T pero sin las consecuencias de la sensibilidad de
ésta a la eleccién del punto de partida de la serie. Tal sensibilidad es debida integramente al
“downsampleo” de la salida de los filtrados a la salida de cada etapa del algoritmo pirami-
dal. Para eliminarla debemos, de alguna forma, evitar dicho “downsampleo” preservando
la habilidad de obtener un MRA y un ANOVA de la serie.

La idea consiste en aplicar el algoritmo piramidal dos veces, una a X y otra a 7 X, para
posteriormente fusionar los dos conjuntos de coeficientes DWT en alguna forma concreta.

La primera aplicacion del algoritmo proporciona la DW'T

W,
Vi

Para mostrar las matrices, tomaremos que N > L. Del capitulo anterior sabemos que

B

1

= PiX = X

hi hg 0 O ... 0 0  hpy ... ho

hs .. ho O ... 0 hrq ... hs hy
By =

0 0 0 O hL*l h3 h2 h1 h(]

siendo A; de la misma estructura pero intercambiando los h; por g;.
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Las ecuaciones (3.19) y (3.32) proporcionan

W; = [\/§W1,1, \/§/W7173, ceey \/5%17]\/,1]71
Vi =[V2Vi, V2V, ..., V2V v ]

esto es W7 y V1 contienen los elementos de indice impar de las secuencias de longitud N
dadas por

{\/§/W71,t} . (V2V}

que se obtienen de filtrar circularmente X con los filtros wavelet y escala DWT respecti-
vamente.
La segunda aplicacion del algoritmo piramidal consiste en sustituir X por el vector

trasladado circularmente 7 X obteniéndose

—_
TH =P TX = PraX
Vrai
donde _
B BT B
Pri=PiT = L |51 _ | PT
_.A1 -AlT -AT,l
siendo
hg 0 O 0 0 0 hri—1 ... hp
ho hi1 hg 0 0 hrp_1 hy hg
Bri=
0 0 0 hr_ h3 ho hy ho O

con Az 1 con similar estructura itercambiando h; por g;.
Una comparacién entre B1X y Br1X proporciona que el primero se forma con los

indices impares de {ﬂWM} mientras que el segundo, con los indices pares. Por tanto

Wri= [\/?‘471,0, \/§W1,27 CV2W )T
Vri=[V2Vie,V2Via,...,V2Vi n o]" (5.1)

Seguidamente definimos

Wl = [W1,07 Wl,h cee ,Wl’N_l]T
vl - [‘7;1,07‘/\/:1,17'--,‘717]\7_1]T (52)

donde Wl = B~1X y \71 = .ZlX siendo

he O O ... O 0 hrqy ... ho Iy
. hi ho O ... O hrq1 ... hy hy hs
B, =

0 0 0 0 hr, hs  hs hi ho
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con una estructura similar para .4; intercambiando los h; por g;.

Finalmente la primera etapa del algoritmo piramidal resulta

W - - |B
A P1X donde P; = ! (5.3)
Vi A
Como 771731T =INy TTT = Iy se sigue que
PraPr,=1In
Ademas
X[ = Wi+ [[Vill* = [Wral* + [Vl
y como
W12+ [Wra|* = 2 W |?
VAP + [V al? = 2/ Vi
se sigue que
X% = [Wal* + [[Va]f? (5.4)

por lo que HWle y [[V1]|? descomponen | X]|2, hecho esencial para definir un ANOVA
con la MODWT.

Como se tiene que

\i4 \i4
X = B, Af] [Vf] , Xz[B%l,A%ﬂ[ ”]

podemos reconstruir la serie X tomando medias en ambas expresiones
1
X =3 (BITWy + ATV, + BT ;\Wr,1 + AT V1)

Formulando los productos indicados se obtiene que

~ 1
BF{Wl = (Bfwl + B§,1WT,1)

DO = N

ﬂlT\Nfl = (A{Vl + AgJVT,l)

pudiéndose escribir por tanto que

donde D; es el detalle MODWT de nivel 1 y S la correspondiente componente suave,
resultando la ecuacién anterior el hecho fundamental para definir el MRA MODWT de
nivel Jy = 1. Anotar que Dy y S pueden obtenerse tomando medias de los detalles Dy y

D71 (andlogamente la componente suave) correspondientes a las DWT de X y 7X.
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Es importante anadir que mientras que en la DW'T se satisface que
2 2
[Wi" = [P
en la MODWT no se cumple, pero se tiene que
~ 1,/ ~
1Bel? = 5 (IW I + WTBBF W1

Obsérvese que implicitamente se estd asumiendo que N es par debido a que las ecua-
ciones (5.1) y (5.2) pero en realidad esta primera etapa del algoritmo piramidal MODWT
funciona cualquiera que sea N. Bastaria probar que en tales circunstancias se tiene (5.4)
(5.5) y ademds que

BYB, + AT A, = Iy

De acuerdo a (5.3) podemos escribir (5.5) de la forma

~ T r—~ —~
B )% ~n |W
X = |2 Wil _ P1T W1
./41 V1 Vl
y dado que
W ~
[~ H=pXx
Vi
se sigue que
X = PI'PX

donde 751T puede considerarse la inversa de la transformacion MODWT dada por P;. Sin
embargo como Pi es una matriz de orden 2N x N existe una infinidad de formas de
recuperar X a partir de los coeficientes MODW'T Wl V; siendo 75? la tnica inversa
generalizada de Moore-Penrose de P

Recordemos que el detalle podia ser considerado como una correlacién cruzada del
filtro periodizado {h{} con una versién “upsampleada” de W;. Aqui mostraremos que el
detalle MODWT 751 puede ser interpretado en términos de una operacién de filtrado que
involucre a X y a un filtro de fase cero. Si consideramos 51,1& el t-ésimo elemento de ﬁl,

podemos escribir de la relacién

D, = BIW,
que
L-1 N-1
Diy=> Wittt mod N = Y MWitil mod v
=0 =0

parat=0,...,N —1, donde {%f} es es filtro periodizado de longitud N de {h;}. Asf pues

D, se obtiene de correlacién cruzada circular de {Wl,t} y {?LIO}
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Recordemos que una forma equivalente de esta afirmacién es que se obtiene filtrando
{W14+} con un filtro cuya DFT es

(H*(Ly Jk=0,...,N -1}

pues H(-) es la funcién de transferencia de {k;}. Como {W1,t} se obtuvo filirando X con
{ﬁf } se obtiene que el detalle D, puede obtenerse filtrando X con un filtro que se obtiene
de convolucionar {E?} con un filtro cuya DFT sea la dada anteriormente, obteniéndose

que la DFT de este resultado es

H(3)H () = [H(F)IP = H(5)

zl=

que al ser real no negativa resulta que su filtro asociado tiene fase cero.

Anélogamente se define S; mediante el filirado de X con un filtro cuya DFT es
G(¥)G (%) =GP =G(x)

que también tiene fase cero.

5.5. Coeficientes MODWT de nivel j.

Para N arbitrario definimos los coeficientes wavelet y escala MODW'T como

L1
Wi = Z P Xe—1 mod N
1=0
B L1
Vig = Z 971Xt—1 mod N (5.6)
1=0
parat=0,...,N — 1 donde
= el s il

Jvl - \/5 ? g]vl = \/5

son los filtros wavelet y escala MODW'TT de nivel j.
Las anchuras de los filtros {Ej,l} y {g;j1} son las mismas que las de sus homénimos de

la DWT pues se trata de versiones reescaladas de éstos, que era
Li=2 -1)(L-1)+1

Por otra parte debido a las ecuaciones (3.59) (3.63) y a que

i ==L ap =L

Memoria DEA. David Linares Galo. La Laguna, 2005



238 Cap. 5: TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA DE MAXIMO SOLAPAMIENTO.

se obtiene que las funciones de transferencia de {i;} y {g} son

j—2
Hi(f)=H@'HT]G2f)
=0
j—1

Gi(H=J]ces (5.7)

Claramente para j = 1

y tomaremos ademas que

Hi(f)=H(f), hiy=Ti, G110 =30

Veamos ahora que para N arbitrario y Jy > 1, la descomposiciéon presentada satisface

que

I1X|* = ZIIW 2+ 1V |12
7=1

N Consideraremos {%571} y {93,} las versiones periodizadas de longitud N de los filtros
{hji} vy {9j,} cuyas DFT’s vienen dadas por

{Hj(%)}, {Gi(%)}

Como el filtrado circular de X con un determinado filtro coincide con el filtrado con su

versién periodizada podemos escribir (5.6) como

N-1

Wl,t = Z h§7lXt—l mod N
1=0

N N-1

Vig= Z 951Xt-1 mod N (5.8)
1=0

parat=0,...,N — 1. Considerando {X}} la DFT de {X;} se tiene que
(Wit} — {H;(5) X}
{Via} = {Gi ()X}

Aplicando el teorema de Parseval a las secuencias anteriores obtenemos que

IW;|J* = Hj(3)1*1 2/

2|

“‘MH OMZ

V511 = (7)1
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de donde sumando

N—-1

N ~ 1 ~ ~

WP+ V512 = % D7 (I ()P + 1G5 (51 Xl
k=0

Para j > 2, usando las relaciones de (5.7), se tiene que

j—2 j—1
[ Hj (%) + |G ()2 = [HZ ' HPT[IGR NP+ ][ IGER 1 =
1=0 1=0

j—2

= [TIGE 52 (1H@ 5P + G 5)P) =
=0
= G () (IR B +192 5)12) =
=G (#))°
pues H(f)+G(f) =1, Vf.
Por consiguiente
N _ N—
W12+ 1V = Z A FPIGP = [Vl
Por induccién se sigue que
IVL? =D IWillP + [V |
j=2

para cualquier Jy > 2.
Teniendo en cuenta que
X2 = W+ [V ]?

(hecho que se prueba con un argumento paralelo al usado anteriormente), obtenemos
finalmente que
Jo
2 W2 N |12
X[ =D W52+ [Vl (5.9)
j=1
que es la descomposicién de energia que buscdbamos, hecho esencial para realizar una

ANOVA con la MODWT. Respecto al ANOVA, recordemos que
- 1 2
ox = < |X|? - X
por lo que de la relacién (5.9) se tiene que

1 1

~ — P 7 2

UX:NE 1”ij” +NHVJ0H -
]:
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pero dado que la media de \% Jo coincide con X se sigue que

1 ~ -2
IVl =X

es la varianza de V Jo-
El objetivo ahora es definir el MRA MODWT. Escribimos
W; =W;X, V; =V;X

que a la vista de (5.8) resulta

~O o o

hio  hin—1 Mfn_o 72 hia

. h he. he o ho

— J,1 7,0 j,N—1 7,3 7,2
W;

~O o ~O o

hin-a hin—a hfn_3 hi1r Do

: - ‘ Tk Tk
siendo V; andloga pero reemplazando h i por h Tk

Definimos

por lo que se tiene que

?,le,H—l mod N

S
I

I
>

~0

Sj = gj,sz,tJrl mod N

parat=0,...,N — 1.

(5.10)

Con una linea de razonamiento andloga a la realizada anteriormente para la obtencién

de la descomposicién de energia se tiene que

{Dji} — {|H; (%)X}

{Sja} — {IG (%)X}
por lo que

Do+ Siat — {(H; )12 +1G5(8)1) X |
pero como para j > 2
[H; (3)° + 1G5 (%) = |G ()
ademas de que
{Sj—14} — {Gj1 ({12}

se sigue que

Dy +Sja} — {IG—1(E) P}
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teniéndose que

parat=0,...,N — 1, por lo que

Otra vez por induccién se muestra que
Jo
§ =Y B+
j=2
para cualquier Jy > 2. Por ultimo reiterando el razonamiento se llega a que

X =D+

que en conjuncién con lo anterior

Jo
X:ZDj + S,
j=1

que resulta ser el anélisis MRA MODWT buscado.

5.6. Algoritmo piramidal MODWT.

Aunque en principio puede parecer que el computo de la invarianza de traslaciones
de la DWT pueda requerir O(N?) operaciones, si se tiene en cuenta que la DWT de
T™X tiene coeficientes iguales en escalas concretas se tiene una reduccién del orden hasta
O(Nlogy N).

El objetivo es definir el algoritmo piramidal MODW'T para el cémputo de los coefi-
cientes wavelet y escala MODWT de nivel j a partir de los coeficientes escala de nivel
j — 1. La clave estd en la relacién existente en los filtros usados para el cémputo de los
coeficientes de niveles j — 1y j.

De las ecuaciones (5.7), sabemos que
H;(f) = Gy (%

Gi(f) =G a(£)G2'f)
La parte de la derecha de las relaciones anteriores representa cascada de dos filtros cir-
culares donde, en ambos, el primero consiste en un filtro circular que aplicado a X y
proporciona \N/'j_l, mientras que el segundo es aquél que aplicado a \N/'j_l proporciona Wj
y \N/'j respectivamente. Asi pues podemos obtener Wj y \N/'j filtrando \N/'j,l a través de los

filtros cuyas funciones de transferencia son, respectivamente,

{H@' 9}, {GT 5}
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G )| —— Vv, — G @)

/ N

V1 + — V4

N /!

H2™' )| —— W; ——|H*(2')

Cuadro 5.1: Diagrama de flujo ilustrando el andlisis de \73‘—1 en Wj y \ij v la sintesis de éstos

en Vj_l

Con un razonamiento andlogo al realizado en la DW'T se obtiene que

N-1
o
Wj,t - hl‘/j—l,t—%ll mod N
1=0
N-1
J— -0 .
Vit= ) d'Vj-14-2-1 mod N (5.11)
1=0

parat = 0,..., N — 1 que constituyen el algoritmo piramidal MODWT. Obsérvese que
definiendo \Nfo = X se tiene la primera etapa.
En cuanto a la reconstruccién de \ij,l a partir de Wj y \ij, el algoritmo piramidal

para el cémputo de la inversa MODWT viene dado por

L—1 L—1
Vi 1= Z hW; i 49i-11 mod N + Z 91V 442i-11 mod N
=0 =0

parat=0,...,N — 1.

La figura 5.1 muestra un diagrama de flujo sintetizando las operaciones realizadas en
ambos casos.

En una linea de razonamiento similar a la realizada en la DW'T se tiene la expresion

de la j-ésima etapa del algoritmo piramidal MODWT en términos de las matrices Ej y .Zj

W, =BV, 1, V;=A;V; ,

asi como la sintesis

Vo =B'wW; + ATV,
Con la adopcién de \Nfo = X y una aplicacion recursiva de lo anterior resulta

X = ByWy 4 DBy W+ ot Ay Ay rBr W+ As o AV

de donde se sigue que

B, Ay A \BW,
Sy =Ar... AV,
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para j =1,...,Jy siendo
Wj = Ej./ztvjfl .. ../Ztvl s Vj = ./Ztvj./zlvjfl e ./41

Lo dltimo que se expondra es un pseudo-codigo del algoritmo para el calculo de la
MODWT y su inversa de una serie X, utilizando las ecuaciones (5.11) en O(N) iteraciones
y la modificacién a realizar para que el mismo algoritmo compute 75j y S To-

Dado el vector \~7j_1 se obtiene Wj y \~7j mediante el algoritmo siguiente.

Algoritmo 5.6.1 (Algoritmo de andlisis)

Para t=0,... ,N—1, hacer
k=t
Wye = oV 1
vj,t = govjfl,k
Para n=0,...,L —1, hacer
k=k—2"1!
Si k< 0 entonces k =k mod N
Wj,t = Wj,t + Envj—Lk
vj,t = vj,t + gnvj—1,k

Obsérvese que si j es tal que 2771 < N (como ocurrird en las aplicaciones practicas)
podemos reemplazar k& mod N por k + N.

Utilizando el algoritmo anterior para j = 1 (e.d. Vo = X) y posteriormente para
j=2,...,Jo obtenemos los coeficientes MODW'T en los subvectores Wl, . ,WJO y \NfJO.

Dado los vectores Wj y \N/'j se obtiene \N/'j_l con el algoritmo que sigue.

Algoritmo 5.6.2 (Algoritmo de sintesis)

Para t=0,... ,N—1, hacer
k=t
v3'71,t :EOWj,k +§Ovj,k
Para n=0,...,L —1, hacer
k=k+27!

Si k> N entonces k=k modN

Vi—1e = vj—1,t + Enwj,k + gnvj,k

Obsérvese, de nuevo, que si j es tal que 2~ < N (como ocurriré en las aplicaciones
practicas) podemos reemplazar £k mod N por k — N.
Utilizando el algoritmo anterior, si empezamos con W j, y A J, Obtenemos V j,_1 que

lo representamos por

Vi, — — V-1
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9 =%
{5} — G() = 5G()

Iy =

S

{} — H()= H()
G = (1) Ry

b= (—1)'gr-1-1
H(f)=—e 27065 - ) G(f) = e ?WEVH(G ~ f)
S by = H(0) =0 Sa=G0)=1
> ﬁlQ = % >0 = %
huh > 1911420 =0, # 0

S Gihiyan =0
G(f) = G = 36(f)

G(NH+G(f+3) =2
2
Vie=0Xt1 mod v

H(f) = [H(HP = 5H(f)

H(f)+H(f + 1) =2
H(f)+G(f)

Wl,t =3 T Xt-1 mod N
Wit =30V 14 91 moan Vit =3 0Vj 14211 mod N
g =he, Hi(f)=H()  gu=a, Gilf) = G()

B - A N6 G- T 6e
Gi(f) = 75G;(f)
Gi(f) =G )Ga(f)
{1} — G;()

Hy(f) = 25 H;(f)
Hy(f) = H ™' [)Gj(f)
{hji} — H;()
> hja = Hj(0) =0 >G50 = Gi(0) =1
Zlﬁ?,z - 2% 2 5]2‘,1 = 2%

S il g =0 ,n #0 S GjaG42m =0 ,n#0
Zl gjylﬁj,l+2jn =0
Gi(f) = 1G5 (NI = $9,(/)

Hi(f) = |H;(f)] = &H;(f)
Vie=305uXt—1 mod N

Wit =111 Xt—1 mod N

Cuadro 5.2: Relaciones fundamentales acerca de los filtros wavelet y de escala MODWT. Los

convenios adoptados en la tabla 3.6 también son de aplicacién aqui.
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Aplicando de nuevo el algoritmo con W Jo—1Y A Jo—1 Se obtiene A Jo—2

Vi, — - — V-2

NT N T
W, W1

Si seguimos aplicando el algoritmo Jy—2 iteraciones mas obtenemos Vg = X, observandose

que se obtienen \% Jo—3y - - ,\~/'1 como calculos intermedios
{/JO — — I — — \70 =X
T K
W, W -1 W,

El detalle de orden j, Dj, se obtiene tomando la inversa MODWT de los vectores
01,...,0,_1, Wj, 0; donde 0y, representa un vector de N ceros para k = 1,...,j. Podemos

esquematizarlo de la forma

0, — — —_— . — — Dj
1 T T
Wj Oj—l 0
Anélogamente puede obtenerse la componente suave S J, aplicando la inversa MODWT
a los vectores 01, ... ,OJO,\~/'JO, esto es
vJO _ —_— —_— s —> _— §J0
T T T
OJ() OJo—l 0

5.7. Ejemplos reales.

5.7.1. Electrocardiograma (ECG).

Aqui volvemos a analizar la serie ECG usando la MODWT de LA(8) de manera que
se puedan comparar los resultados con los obtenidos en el andlisis con la DWT de LA(S)
ambos para Jy = 6. Las figuras que se deben comparar son la figura 4.18 y la figura 5.3.
La similitud entre ambas es bastante notable pero es en los detalles D3, Dy vy D5 y sus
correspondientes 53, 754 y 755 donde se observan las diferencias. En particular, los detalles
MODWT son més consistentes a lo largo del tiempo, indicando que las variaciones en el
tiempo de los detalles DWT son en parte atribuibles al alineamiento particular asumido
por la DWT. Ademas, el detalle MODWT 756 no tiende a aumentar y disminuir tanto
como lo hace el detalle DWT Dg, hecho otra vez atribuible indudablemente a los efecto

de alineamiento en la DW'T. Por otra parte, la apariencia asimétrica de las “abolladuras”
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caracteristicas de Dg quedan eliminadas en los detalles 56 debido a la propiedad de fase
cero del filtro que proporciona dichos detalles. Omitimos la ilustracién de las aproximacio-
nes de distintos 6rdenes pues, aunque proporciona ciertas diferencias con los de la DWT,

éstas son menos apreciables que en la comparacién de los detalles DWT y MODWT.

5.7.2. Fluctuaciones subtidiales del nivel del mar (SSLF).

En esta seccién analizamos, mediante MRA basado en la MODWT de LA(8), una
serie temporal de los niveles subtidiales del mar en “Crescent City” localizada en la costa
norte de California. Dentro del puerto se mantiene un medidor de marea por el Servicio
Nacional de Océanos (NOS) que toma una medicién cada 6 minutos la cual es procesada
por un filtro de paso alto para eliminar las componentes debidas al viento. Mediciones
periddicas de nivel garantizan que tales mediciones permanecen constantes respecto al nivel
de referencia en la tierra que rodea al medidor. La serie temporal considerada esta basada
en un segmento que va desde 1980 hasta 1991 faltando un pedazo de aproximadamente
2 semanas a lo largo del verano de 1990 ademads de algunos trozos de periodo inferior
que fueron rellenados mediante predicciones de las mareas (y medias locales). La serie
resultante se utilizé para construir una nueva serie tomando uno de cada diez valores
obteniéndose asi un muestreo de un valor por hora y se le aplicé un filtro de paso bajo para
eliminar las componentes de las mareas diurnas (una vez al dia) y semidiurnas (dos veces
al dia). Finalmente se tomé un valor cada medio dfa obteniéndo una serie con At = % dia

y un total de N = 8476 muestras. Dicha serie se pinta en la figura 5.4 en la parte inferior.

Para el andlisis utilizaremos la MODWT con la wavelet LA(8) en un total de Jo =7
etapas; la eleccién de la wavelet se debe a la influencia minima que aportan la forma de
los filtros al analisis de los datos y el nimero de etapas se debe a que las variaciones intra-
anuales se rompen para un nimero de etapas mayor (Aj, At < 32) mientras que para un
numero menor, se anaden componentes dependientes de las estacionales a la aproximacién
S Jo (Aj,At > 128) y que es preferible estudiar por separado.

En la parte superior de la misma figura, se encuentra la aproximacién de nivel 7 que
corresponde medias en una escala fisica de A\7At = 64 dias mientras que las 7 graficas infe-
riores corresponden a los detalles MODW'T 151, e ,§7 correspondientes respectivamente
a escalas de %, 1,2,4,...,32 dias. Las lineas verticales delimitan los coeficientes de frontera
que en este caso resultan poco afectados pues la asuncién de que la serie que tratamos es
periddica es razonable aqui ya que observamos un fenémeno con una componente periédica

anual y disponemos de una cantidad de datos que cubren 12 anos enteros.

Como ya sabemos,

X225j +§7
J
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Figura 5.3: Analisis multirresolucién (MRA) con la MODWT LA(8) para la serie ECG. Esta

figura debe ser comparada con la figura 4.18.
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siendo los detalles y aproximaciones la salida de un filtro de fase cero con lo cual los eventos
estan alineados en el tiempo con la serie de los datos. Esta propiedad es importante si lo
que queremos es relacionar eventos en los detalles con eventos en la serie o si queremos

entender las relaciones temporales entre eventos a diferentes escalas.

5.7.3. Nivel minimo del Nilo (NRM).

Esta serie consiste en mediciones (en metros) del nivel minimo anual de agua del rio
Nilo a lo largo de los anos 622 hasta 1284 constituyendo la porcién de mayor tamano, de
un total de N = 663 observaciones, sin interrupciones de un registro histérico del nivel
minimo del Nilo generado a partir de diferentes fuentes de datos por el Principe Omar

Toussoun que se extiende hasta 1921 pero con algunos gaps.

Esta serie de datos ha desempenado un importante papel pues fue ésta y otras series
las que utiliz6 Hurst (1951) en un estudio que probaba la poca eficacia de los métodos
tradicionales estadisticos en mostrar la persistencia a largo tiempo (long term persistence).
Maés tarde, Mandelbrot and Wallis (1968) propusieron modelizar las series del trabajo de
Hurst como “Ruido Gaussiano fraccionario”. Este modelo es el primero en hacer un intento
de caracterizar lo que hoy conocemos como procesos estacionarios de larga memoria. En
1994, Beran usa esta serie como un ejemplo de su trabajo pionero en estadistica acerca
de tales procesos. Mas recientemente, Eltahir y Wang (1999) estudian esta serie como un

indicador de la frecuencia histérica del fenémeno El Nino.

En la figura 5.5, se muestra un MRA con la MODWT de Haar de nivel Jy = 4
no habiéndose empleado wavelets de anchuras mayores pues proporciona andlisis muy
similares y de esta forma se minimiza el nimero de coefientes frontera afectados en la
transformacién. Hemos elegido Jy = 4 porque estamos interesados en mostrar ciertas
dependencias temporales a lo largo de las escalas 71 y 7o contrastando con la falta de
esta dependencia en escalas mayores. Como los datos fueron recogidos anualmente (e.d.
At =1 afno.) entonces los detalles 51, ... ,754 estdn asociados a cambios en medias sobre
escalas fisicas de 1,2,4 y 8 anos respectivamente mientras que Sy sobre cambios en escalas

mayores a 16 anos.

El aspecto maés interesante del MRA es la aparente heterogeneidad de la varianza en
los detalles Dy y Dy que visualmente se tiene en la gran variabilidad presentan estos dos
detalles hasta principios de los anos 700 no observandose tal comportamiento en los detalles
de escalas superiores 153 y D,. Un examen del trabajo de Toussoun por parte de Popper
(1951) y Balek (1977) indica la construccién en 715 de un ‘nilémetro’ en la isla de Roda con
el que se mide a partir de esta fecha en adelante. Las fuentes de las mediciones entre 622
y 714 son desconocidas pero fueron hechas en diferentes localizaciones cerca de El Cairo

con posiblemente diferentes aparatos de medida de menor precision que el ‘nilémetro’ de
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Figura 5.4: Anélisis multirresolucién (MRA) con la MODWT LA(8) para la serie SSLF. Las

lineas discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes de frontera).
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Figura 5.5: Andlisis multirresolucién (MRA) y aproximaciones con la MODWT de Haar para la
serie NRM. Las lineas discontinuas indican los coeficientes afectados por la circularidad (coeficientes

de frontera).
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Roda. Es razonable pensar, por tanto, que este nuevo instrumento de medida de la isla de

Roda conduce a una reduccién de la variabilidad en las escalas menores.
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Apéndice A

Rutinas de MATLAB.

En este apéndice incluiremos las rutinas del programa de calculo simbdlico
MATLAB® 7 R14 de la compania The MathWorks® para UNIX empleadas para la ela-
boracion de la Fase Investigadora de esta memoria. Se introduciran las rutinas en el orden
que aparecen utilizadas en la memoria haciendo un breve comentario del uso que se hace
de ellas. Destacar que estas rutinas han sido consturidas a partir del “WMTSA Toolbox”
versién 0.2.2 de 14/06/2004 que proporciona [8] en su soporte web y que deberd estar
instalado de forma que dicho paquete tenga prioridad sobre el paquete standard “Wave-
let Toolbox”. En general las funciones y/o rutinas que pintan gréficas lo hacen cuando
N < 16.

A.1. Revision de la teoria de Fourier.

A.1.1. Filtro periodizado.

Esta funcién devuelve el filtro periodizado de longitud dada de un filtro finito. Se
utilizara en rutinas de transformada DWT y MODWT.

periodized_filter.m

1 function [F] = periodized_filter(f,n)

2 %

3 % NAME

4 % periodized_filter -- Returns f’s periodized filter to length n
5 | %

6 % USAGE

7 % [F] = periodized_filter(f,n)

8 |%

9 % INPUTS

10 % £ = filter to periodize

11 % n = length of periodized filter.

12 %

13 % OUTPUTS

14 % F = f’s periodized filter to length n
15 %
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16 % EXAMPLE

17 % [F1 = periodized_filter(f,128);

18

19 usage_str = [’Usage: [F] = ’,mfilename,’(£f,n)’];
20

21 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [2:2], nargout,
22 if (err)

23 error (’WMTSA: InvalidNumArguments’, [usage_str]);
24 end

25

26 for k=1:n

27 F(k) = 0;

28 aux = k;

29 while (aux <= length(f))

30 F(k) = F(k) + f(aux);

31 aux = aux + n;

32 end

33 end

[1:11);

A.2. Transformadas ortonormales de series temporales.

A.2.1. Matriz de paso de la ODFT.

Esta funcion devuelve la matriz de paso de la transformada ODFT. Se utiliza exclusi-

vamente para la construccién de la gréfica 2.1.

basisDFT.m
1 function [MF] = basisDFT(N)
2 % NAME
3 % basisDFT -- Return vector basis elements of DFT
4 A
5 % USAGE
6 % basisDFT(N)
7 A
8 % INPUTS
9 % N = Number of elements
10 %
11 % OUTPUTS
12 % MF = NxN matrix with vectors on rows
13 %
14 % EXAMPLES
15 % basisDFT(16);
16
17 usage_str = [’Usage: [MF] = ’,mfilename,’(N)’];
18
19 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [1:1], nargout,
20 if (err)
21 error (’WMTSA: InvalidNumArguments’, [usage_str]);
22 end
23
24 if (N<=0) | (Log2(N)"=floor(log2(N)))
25 error (’WMTSA:N must be power of 2’);
26 end
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27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58

for j=1:N
for k=1:N
MF(j,k) = exp(-2*pixix(k-1)*(j-1)/N)/sqrt(N);
end
end

% Pintamos resultados (si N<=16)
if (N<=16)
for k=1:N/2
subplot(N/2,2,2*%k-1) ;
plot(0:N-1,real (MF(k,:)),’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
hold on;
plot(0:N-1,imag(MF(k,:)),’Marker’,’0’,’Color’, ’r’,’MarkerSize’,4,...
’MarkerFaceColor’,’r’);
x1 = xlim; yl = ylim;
str = [’\bf F_{’,int2str(k),’,-}’];
title(str,’Position’, [x1(1)-(x1(2)-x1(1))/5 .75*%yl(1)+.25%y1(2) 0]);
hold off;
subplot (N/2,2,2%k) ;
plot(0:N-1,real (MF(N/2+k,:)),’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
hold on;
plot(0:N-1,imag(MF(N/2+k,:)),’Marker’,’o0’,’Color’,’red’, ’MarkerSize’ ,4,...
’MarkerFaceColor’,’r’);
x1 = xlim; yl = ylim;
str = [’\bf F_{’,int2str(N/2+k),’,-}’];
title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/5 .75%yl(1)+.256xy1(2) 0]);
hold off;
end
suptitle([’\bf Filas de la matriz de paso de la DFT para N=’,int2str(N)]);
end

A.2.2. Andlisis detallado y componentes suaves/rugosas de Fourier.

Esta funcion devuelve la transformada, el andlisis detallado, las componentes suaves

y las componentes rugosas con el andlisis de Fourier de una serie. Se emplea para la

construccién de las graficas 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 pero se incluye aqui pues se detalla en este

capitulo el algoritmo para su construccién.

© w0 N O gk W N

=
N o= O

DFT_DSR.m
function [F, D, S, R, P]=DFT_DSR(x,graph_status)
% NAME
% DFT_DSR -- Returns:
yA DFT, Details, Smooths and Roughs of x
yA
% USAGE
% DFT_DSR(x, [graph_status])
yA
% INPUTS
hoox = serie (it must have a power of 2 of elements)

%  graph_status = graphics (default: on)
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13 % OUTPUTS

14 % F = 1xN vector array with DFT of x

15 % D = 1xN/2 cell array with details of x

16 % S = 1xN/2 cell array with smooths of x

17 % R = 1xN/2 cell array with roughs of x

18 % P = 1xN/2 vector array with periodogram of x
19 %

20 % EXAMPLES

21 |% DFT_DSR([1 2 3 41);

22 % DFT_DSR([1 2 3 4],’0ff’);

23

24 usage_str = [’Usage: [F,D,S,R,P] = ’,mfilename,’(x, [graph_status])’];
25

26 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [1:2], nargout, [0:5]);
27 if (err)

28 error (’WMTSA: InvalidNumArguments’, [usage_str]);

29 end

30

31 N = length(x);

32 if (N<=0) | (Log2(N) "=floor(log2(N)))

33 error (’WMTSA:N must be power of 2’);

34 end

35

36 if (“exist(’graph_status’,’var’)||isempty(graph_status))

37 graph_status = ’on’;

38 end

39

40 % Calculo de la FFT

41 F = fft(x)/sqrt(N);

42 for i=1:N/2

43 P(i) = 2*norm(F(i+1))~2/N;

44 end

45 P(N/2) = P(N/2)/2;

46

47 % Calculo de los detalles y componenentes suaves/rugosas

48 SO = mean(x)*ones(1,N);

49 RO = x-S0;

50 SA =80;

51

52 for k=1:N/2

53 for t=0:N-1

54 if (k==N/2)

55 D{N/2}(t+1) = 1/sqrt(N)*real(F(N/2+1))*cos(pixt);
56 else

57 D{k}(t+1) = 2/sqrt(N)*(real(F(k+1))*cos(2*pi*k*t/N)- imag(F(k+1))*sin(2*pixk*t/N));
58 end

59 end

60 SA = SA + D{k};

61 S{k} = SA;

62 R{k} = x-SA;

63 end

64

65 % Pintamos resultados si N<=16

66 if (strcmp(graph_status,’on’))&(N<=16)
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67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
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90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
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107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118

end

subplot(1,3,1)
plot(0:N-1,x,’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
title(’\bf X’);

subplot(1,3,2)
plot(0:N-1,real(F), ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
hold on;
plot(0:N-1,imag(F), ’Marker’,’o’,’Color’,’r’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’r’);
hold off;
title(’\bf F’);

subplot(1,3,3)
plot(1:N/2,P,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’);
title(’\bf P’);

x_str = [’\bf x = [’ num2str(x(1))];
for i=2:length(x)
x_str = [x_str ’,’ num2str(x(i))];
end
x_str = [x_str ’]1°];
suptitle({[],’\bf X, DFT y periodograma.’,[],x_str});

display(’Pulse una tecla...’);
pause;
close;

suptitle(’\bf Andlisis detallado y componentes suaves/rugosas de Fourier.’);

subplot (N/2+1,3,1), title(’\bf D_j’);

subplot (N/2+1,3,2)
plot(0:N-1,80,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
title(’\bf S_j’);

subplot(N/2+1,3,3)
plot(0:N-1,R0,’s’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
title(’\bf R_j’);

for i=1:N/2
subplot (N/2+1,3,3%i+1)
plot(0:N-1,D{i},’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
subplot (N/2+1,3,3%i+2)
plot(0:N-1,S{i},’s’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
subplot (N/2+1,3,3%i+3)
plot(0:N-1,R{i},’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1 = xlim; yl = ylim;
str = strcat(C{\bf j=’,int2str(i),’}’);
title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%yl(1)+.5%y1(2) 0]1);
end

display(’Pulse una tecla...’);
pause;
close;
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A.2.3.

Rutina de control.

Esta rutina es la que invoca a las demds del capitulo con el fin de preparar la ejecucion

con los datos particulares que se precisan para el almacenamiento de las tablas de datos

en fichero necesarias para construir las graficas.

capitulo_2.m

I I I bbbt It hhhhtetotuhutehh Filas de la transformada DFT para N=16 Uhhhhhbhhhhlelehhhtbdedslehhhhtsdstststslsts

.dat’],X,’delimiter’,’

.dat’],X,’delimiter’,’

.dat’],X,’delimiter’,’

.dat’],X,’delimiter’,’

1 % Cargamos el paquete WMTSA

2 run /usr/local/matlab7/toolbox/wmtsa/startup.m

3

4

5 % Ubicacién: Transformada ortonormal de Fourier discreta
6 clear;

7 N = 16;

8 [MF] = basisDFT(N);

9 display(’Pulse una tecla...’);

10 pause;

11 close;

12

13 % Guardamos los resultados.

14 for k=1:N/2

15 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=real(MF(k,:));

16 dlmwrite([’../Fourier/waveletA’ ,int2str(k),’.re
17 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=imag(MF(k,:));

18 dlmwrite([’../Fourier/waveletA’,int2str(k),’.im
19

20 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=real (MF(N/2+k,:));
21 dlmwrite([’../Fourier/waveletB’,int2str(k),’.re
22 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=imag(MF(N/2+k,:));
23 dlmwrite([’../Fourier/waveletB’,int2str(k),’.im
24 end

’,’precision’,’%.4£f%);

’,’precision’,’%.4£f’);

’,’precision’,’%.4£f’);

’,’precision’,’%.4£f%);

A.3.

A.3.1.

Transformada wavelet discreta.

Matriz de paso de diversas DWT.

Esta funcién devuelve la matriz de paso de la transformada DWT. Se utiliza exclusi-

vamente para la construccion de la graficas 3.3 y 3.4.

basisDWT.m
1 function [MW] = basisDWT(n,wave,level)
2 % NAME
3 % basisDWT -- Return vector basis elements of DWT
4 A
5 % USAGE
6 % basisDWT(n,wave,level)
7 A
8 % INPUTS
9 % n = Number of elements
10 %  wave = wavelet for DWT (default ’1la8’)
11 %  level = Number of stages (default log2(n))
12 %
13 % OUTPUTS
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14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

% Mw = NxN matrix with vectors on rows
pA

% EXAMPLES

% basisDWT(16) ;

% basisDWT (128, haar’);

% basisDWT(128,’haar’,4); (partial DWT)

usage_str = [’Usage: [MF] = ’,mfilename,’(n, [wavel, [1levell)’];

[err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [1:3], nargout, [0:1]);
if (err)

error (’WMTSA:InvalidNumArguments’, [usage_str]) ;
end

if (n<=0)|(log2(n)~=floor(log2(n)))
error (’WMTSA:n must be power of 2°);
end

if (Texist(’level’,’var’)||isempty(level))
level = log2(n);
elseif (level~=floor(level))|(level>log2(n))
error (’WMTSA:level must be integer less equal to log2(N)’);

end

if (Texist(’wave’,’var’)||isempty(wave))
wave = ’la8’;
end

try
[h,g,L] = dwt_equivalent_filter(wave,level);

catch
disp([mfilename, ’: Wavelet (’,wave,’) unknon or unsupported.’]);
rethrow(lasterror) ;

end

suffix = upper(wave);
N = @(j) n/27j;

H = zeros(level,n);
G = zeros(level,n);

for i=1:level
H(i,:) = periodized_filter(h{i},n);
G(i,:) = periodized_filter(g{i},n);
end

% Definimos la matriz MW

MW = zeros(n);
cont = 1;
for i=1:level
for g=1:n
MW(cont,q)=H(i,mod(27i-q,n)+1);
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68 end

69 cont=cont+1;

70 for k=1:N(i)-1

71 for g=1:n

72 MW(cont,mod (k*2"i+q,n)+1) = H(i,mod(27i-1-q,n)+1);
73 end

74 cont =cont +1;

75 end

76 end

7

78 MW(n,:) = periodized_filter(g{level},n);

79

80

81 % Pintamos los resultados (si N<=16)

82 if (n<=16)

83 for k=1:n/2

84 subplot (n/2,2,2*k-1) ;

85 plot(0:n-1,real(MW(k,:)),’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
86 x1 = xlim; yl = ylim;

87 str = [’\bf W_{’,int2str(k),’,-}’1;

88 title(str,’Position’, [x1(1)-(x1(2)-x1(1))/5 .75*yl(1)+.25xy1(2) 01);
89 subplot(n/2,2,2%k) ;

90 plot(0:n-1,real (MW(n/2+k,:)),’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
91 x1 = xlim; yl = ylim;

92 str = [’\bf W_{’,int2str(n/2+k),’,-}’];

93 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/5 .756%yl(1)+.256xy1(2) 0]1);
94 end

95 suptitle([’{\bf Filas de la matriz de paso de la DWT de }’,wave,’\bf para N=’,int2str(n)]);
96 end

A.3.2. Ejemplo de las series cortas.

Esta funcién calcula la transformada de Fourier, DWT de Haar y DWT de D(4) de
una serie asi como los periodogramas asociados a dichas transformaciones. Se utiliza sélo

a fin de generar los datos para la construccién de las gréficas 3.5 y 3.6.

ejemplo_serie.m

1 function [F,PF,WH,HPW,WD,DPW]=ejemplo_serie(x)

2 % NAME

3 % ejemplo_serie -- Returns:

4 % DFT, periodogram DFT

5 pA Haar DWT, periodogram Haar DWT
6 % D(4) DWT, periodogram D(4) DWT
7%

8 % USAGE

9 % ejemplo_serie(x,subindex)

10 %

11 % INPUTS

12 hoox = serie (it must have a power of 2 of elements)
13 %

14 % OUTPUTS

15 % F = DFT of x

16 % PF = periodogram of Fourier of x
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

% WH = Haar DWT of x

%  HPW = periodogram of Haar DWT of x

% WD = Daubechies DWT of x

%  DPW = periodogram of Daubechies DWT of x

% EXAMPLES
% ejemplo_serie([1 2 3 4]);

usage_str = [’Usage: [F,PF,WH,HPW,WD,DPW] = ’,mfilename,’(x)’];

[err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [1:1], nargout, [0:6]);
if (err)
error (’WMTSA:InvalidNumArguments’, [usage_str]) ;

end

n = length(x);
if (n<=0)|(log2(n)~=floor(log2(n)))

error (’WMTSA:x must have a power of 2 number of elements’);
end

% Inicializacién.
N = () n/2j;

% Calculamos la fft y el periodograma Fourier
F = fft(x)/sqrt(n);

for i=1:n/2

PF(i) = 2*norm(F(i+1))"2/n;
end
PF(n/2) = PF(n/2)/2;

% Calculamos las transformadas DWT de Haar y D(4)
WH = dwt(x,’haar’,4,’periodic’);

WD = dwt(x,’d4’,4,’periodic’);

% Calculamos los periodogramas wavelet.

for k=1:4
DPW(k) = 1/n*norm(WD(n-N(k-1)+1:n-N(k)))"2;
HPW(k) = 1/n*norm(WH(n-N(k-1)+1:n-N(k)))"2;
end

% Pintamos resultados.
if (n<=16)
% Fourier (1 fila)
subplot(3,3,1);
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5*y1(1)+.5*y1(2) 01);
subplot(3,3,2);
plot(0:n-1,real(F),’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
hold on;
plot(0:n-1,imag(F), ’Marker’,’o’,’Color’,’red’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’r’);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf F’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5*y1(1)+.5*y1(2) 01);
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71 hold off;
72 subplot(3,3,3);
73 plot(1:length(PF),PF,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’);
74 x1 = xlim; yl = ylim;
75 title(’\bf P_F’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%yl(1)+.5%yl(2) 01);
76 % Haar (2 fila)
77 subplot(3,3,4);
78 plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
79 x1 = xlim; yl = ylim;
80 title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%xyl(1)+.5%y1(2) 0]1);
81 subplot(3,3,5);
82 plot(0:n-1,WH, ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
83 x1 = xlim; yl = ylim;
84 hold on;
85 plot([8.5 8.5]1,[yl(1) yl1(2)1,’Color’,’black’, ’LineStyle’,’--’,’LineWidth’,2);
86 plot([12.5 12.5],[yl1(1) y1(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’--’,’LineWidth’,2);
87 plot([14.5 14.5],[yl(1) yl(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’--’, LineWidth’,2);
88 plot([15.5 15.5],[yl(1) yl(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’--, LineWidth’,2);
89 hold off;
90 title(’\bf W’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%yl(1)+.5%yl(2) 01);
91 subplot(3,3,6);
92 plot(1:length(HPW) ,HPW,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’);
93 x1im([1 length(HPW)+1]1);
94 x1 = xlim; yl = ylim;
95 title(’\bf P_W’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%xyl(1)+.5%y1(2) 0]1);
96 % D(4) (3 fila)
97 subplot(3,3,7);
98 plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
99 x1 = xlim; yl = ylim;
100 title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5*yl(1)+.5%yl(2) 01);
101 subplot(3,3,8);
102 plot(0:n-1,WD, ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
103 x1 = xlim; yl = ylim;
104 hold on;
105 plot([8.5 8.5],[yl(1) y1(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’~-’, ’LineWidth’,2);
106 plot([12.5 12.5],[yl(1) yl(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’--, LineWidth’,2);
107 plot([14.5 14.5],[yl1(1) y1(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’~-’,’LineWidth’,2);
108 plot([15.5 15.5], [yl1(1) y1(2)],’Color’,’black’,’LineStyle’,’~--’,’LineWidth’,2);
109 hold off;
110 title(’\bf W’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%xyl(1)+.5%y1(2) 0]1);
111 subplot(3,3,9);
112 plot(1:length(DPW),DPW,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’);
113 x1im([1 length(DPW)+1]);
114 x1 = xlim; yl = ylim;
115 title(’\bf P_W’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/10 .5%yl(1)+.5%y1(2) 01);
116
117 % Titulo
118 x_str = [’\bf x = [’ num2str(x(1))];
119 for i=2:length(x)
120 x_str = [x_str ’,’ num2str(x(i))];
121 end
122 x_str = [x_str ’]1°];
123 suptitle({[],’\bf Serie, transformada y periodograma de X con Fourier, Haar, D(4)’,[],x_str});
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124
125 end

A.3.3. Filtros wavelet y escala de diversas anchuras.

Esta funcién calcula y dibuja un conjunto de filtros wavelet y escala de una de las

familias C(L), D(L) o LA(L) para diferentes valores de L. Se utiliza para obtener los

datos de las graficas 3.13, 3.14 y 3.17.

filters.m
1 function [H,G,L] = filters(wavelet)
2 % NAME
3 % filters -- Return cell array with filters of wavelet DWT
4 % for several width.
5 yA
6 % USAGE
7 % filters(wavelet)
8 yA
9 % INPUTS
10 %  wavelet = Wavelet family for DWT (c,d,la)
11 %
12 % OUTPUTS
13 % H = 1xN cell array with wavelet filters of several width
14 % G = 1xN cell array with scaling filters of several width
15 % L = 1xN cell array with widths
16 pA
17 % EXAMPLES
18 % [H,G,L] = filters(’1la8’);
19
20 usage_str = [’Usage: [H, G, L] = ’,mfilename,’ (wavelet)’];
21
22 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [1:1], nargout, [0:3]);
23 if (err)
24 error (’WMTSA:InvalidNumArguments’, [usage_str]) ;
25 end
26
27 % Check for valid wavelet
28 if “(strcmp(wavelet,’la’)||strcmp(wavelet,’c’)||strcmp(wavelet,’d’))
29 error([mfilename,’: Unknown wavelet filter (’, wavelet, ’) specified.’]);
30 end
31
32 % Get list of widths
33 switch wavelet
34 case ’d’
35 family = ’Daubechies’;
36 index = [2 4 6 8 10 12 14 16 18 20];
37 case ’c’
38 family = ’Coiflet’;
39 index = [6 12 18 24 30];
40 case ’la’
41 family = ’Least Asymetric’;
42 index = [8 10 12 14 16 18 20];
43 end
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44

45 % Build wavelet and scaling filters

46 for i=1:length(index)

47 wave = strcat(wavelet,int2str(index(i)));

48 if strcmp(wave,’d2’)

49 wave = ’haar’;

50 end

51 [H{i}, G{i}, L{i}] = dwt_filter(wave);

52 end

53

54 % Plot results

55

56 for k=1:length(index)

57 axis ([0 L{length(index)} 0 11);

58 axis ’auto y’;

59 subplot (length(index),2,2*%k-1);

60 plot (H{k},’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);

61

62 axis ([0 L{length(index)} 0 1]);

63 axis ’auto y’;

64 subplot (length(index),2,2%k) ;

65 plot (G{k},’s’, ’MarkerSize’ ,4,’MarkerFaceColor’,’b’);

66 x1 = xlim; yl = ylim;

67 str = [’{\bf L=’,int2str(L{k}),’}’];

68 title(str,’Position’, [-L{length(index)}/6 .75%yl(1)+.25xy1(2) 01);

69 end

70 suptitle([’{\bf Wavelet and Scaling filters for }’,upper(wavelet),’{\bf familyl}’]);
A.3.4. Filtros de orden superior de la transformada DWT.

Esta funcion calcula los filtros wavelet y de escala de orden superior que se emplean

en las distintas etapas del algoritmo piramidal DWT. Se utiliza sélo a fin de generar los

datos para la construccién de las graficas 3.15, 3.16 y 3.18.

© 0 N O O R wWw N =

e e T e =
0 N o U s W N = O

highlevel _filters.m

fun
% N
yA
pA
% U
yA

%I
%
%
%

ction [h,g,L] = highlevel_filters(wave,level)
AME
highlevel_filters --

SAGE
highlevel_filters(wave,level)

NPUTS
wave = wavelet
level = number of stages of DWT algorithm

% OUTPUTS

%
%
%
%
% E
%

h = 1xlevel cell array with wavelet filters.

g = 1xlevel cell array with scaling filters.

L = 1xlevel cell array with lengths of filters.
XAMPLE

highlevel_filters(’la8’,7);
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24
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27
28
29
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32
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34
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38
39
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42
43
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45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

usage_str = [’Usage: ’,mfilename,’(wave,level)’];

[err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [2:2], nargout, [0:3]);
if (err)

error (’WMTSA:InvalidNumArguments’, [usage_str]) ;
end

if (Texist(’wave’,’var’)||isempty(wave))
wave = ’la8’;
else
try
[h,g,L] = dwt_equivalent_filter(wave,level);
catch
disp([mfilename, ’: Wavelet (’,wave,’) unknon or unsupported.’]);
rethrow(lasterror);
end
end

if (level™=floor(level)) |(level<=0)
error (’WMTSA:level must be integer greater to 0’);
end

for i=1:level
H(i,1:L{i})
G(@i,1:L{i})
end

h{i};
g{i};

% Pintamos los resultados
subplot(level+1,2,1), plot(h{1}), , x1im([1 L{1}]), title(’\bf Wavelet, h_{j,1}’);
subplot(level+1,2,2), plot(g{1}), , x1im([1 L{1}1), title(’\bf Scaling, g_{j,1}’);
for i=2:level

subplot(level+1,2,2%i-1), plot(h{i}), xlim([1 L{i}1);

subplot(level+1,2,2%i), plot(g{i}), xlim([1 L{i}1);
end

suptitle([’\bf Filtros de orden superior de \bf’,wave,’ para J_0=’,int2str(level)]);

A.3.5. Anadlisis detallado y componentes suaves/rugosas DWT.

Esta funcién devuelve la transformada, el andlisis detallado, las componentes suaves y

las componentes rugosas con el andlisis DW'T de una serie. Se emplea para la construccion

de las gréficas 3.5, 3.6, 3.9 y 3.10 ademads de las graficas correspondientes a los anélisis de

las secciones 4.1 y 4.2.

[ A ™

DWT_MRA.m

function [W, D, S, R, P] = DWT_MRA(x,wavelet,level,boundary,graph_status)
% NAME

% DWT_MRA -- Returns:

% DWT, Details, Smooths and periodogram of x

% USAGE
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7 % [W, D, S, R, P] = DWT_MRA(x,wavelet, [level], [boundary], [graph_status]);
s | %

9 % INPUTS

10 % x = serie (it must have a power of 2 of elements)
11 %  wavelet = WMTSA wavelet to do the DWT MRA

12 % level = Number of stages [default: log2(length(x))]
13 %  boundary = Boundary conditions (default: periodic)

14 %  graph_status = graphics (default: on)

15 %

16 %

17 % OUTPUTS

18 oW = 1xN vector array with DWT of x

19 % D = levelxN array with details of x

20 h S = levelxN array with smooths of x

21 % R = levelxN array with roughs of x

22 % P = 1xlevel vector array with periodogram of x
23 %

24 % EXAMPLES

25 |%  DWI_MRA([1 2 3 4],°1a8’);

26 % DWT_MRA([1 2 3 4],’1a8’,2,’reflection’,’off’);

27

28 usage_str = [’Usage: [W,D,S,R,P] = ’,mfilename,’(x,wavelet, [level], [boundary], [graph_status])’];
29

30 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [2:5], nargout, [0:5]);
31 if (err)

32 error (’WMTSA: InvalidNumArguments’, [usage_str]);

33 end

34

35 n = length(x);

36 if (n<=0)|(log2(n)~=floor(log2(n)))

37 error (’WMTSA:N must be power of 2’);

38 end

39
40 % Check for valid wavelet and get wavelet filter coefficients
41 try
42 [ht, gt, L, name] = dwt_filter(wavelet);
43 catch
44 disp([mfilename, ’: Error creating dwt filter’]);
45 rethrow(lasterror) ;

46 end

47

48 if (Texist(’level’,’var’)||isempty(level))

49 level = log2(n);

50 end

51

52 if (“exist(’boundary’,’var’)||isempty(boundary))

53 boundary = ’periodic’;

54 end

55

56 if (“exist(’graph_status’,’var’)||isempty(graph_status))

57 graph_status = ’on’;

58 end

59

60 % Calculamos la transformada
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61 [W,N] = dwt(x,wavelet,level,boundary);
62
63 % Calculamos los detalles

64 D = idwt_details(W,N,wavelet);

65 D =D’;
66
67 % Calculamos las componentes suaves.

68 naux = N(level+1);
69 Vj = W(n-naux+1:n);
70 for i=level:-1:1

71 S(i,:) = idwt_smooth(Vj,wavelet,i);

72 naux = naux + N(i);

73 Vj = idwtj(W(n-naux+1:n-naux+N(i)),Vj,ht,gt,i);
74 end

75

76 % Calculamos las componentes rugosas.

7 vaux = D(1,:);
78 R(1,:) = vaux;
79 for i=2:level

80 vaux = vaux + D(i,:);

81 R(i,:) = vaux;

82 end

83

84 % Calculamos los coeficientes frontera
85 C = boundary_coeficients(n,L,level);
86

87 % Calculamos el periodograma.

88 P(1) = 1/n*norm(W(1:n-N(1)))"2;
89 for i=2:level

90 P(i) = 1/n*norm(W(n-N(i-1)+1:n-N(i)))"2;
91 end

92

93

94 % Pintamos resultados

95 if (strcmp(graph_status,’on’))

96 subplot(3,1,1)
97 plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf X’);
98 x1im([0,n]);
99 subplot(3,1,2)
100 plot(0:n-1,W, ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf W’);
101 x1im([0,n]);
102 yl = ylim;
103 hold on;
104 naux = 0;
105 for i=1:level
106 naux = naux +N(i);
107 plot([naux+1l naux+1], [yl(1) yl1(2)],’LineStyle’,’--’,’Color’,’r’,’LineWidth’,1.5);
108 end
109 hold off;
110 if (n>32)
111 set (findobj (’Marker’,’s’), ’Marker’, ’none’) ;
112 end
113 subplot(3,1,3)
114 plot(1l:level,P,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf P’);
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115 x1im([0,level+1]);
116
117 if (n<=16)
118 x_str = [’\bf x = [’ num2str(x(1))];
119 for i=2:length(x)
120 x_str = [x_str ’,’ num2str(x(i))];
121 end
122 x_str = [x_str ’]1°];
123 suptitle({[], [’{\bf X, DWT and periodogram with wavelet ’,wavelet,’}’],[],x_str});
124 else
125 suptitle([’{\bf X, DWT and periodogram with wavelet ’,wavelet,’}’]);
126 end;
127 display(’Pulse una tecla...’);
128 pause;
129 close;
130
131
132 for i=1:level
133 subplot(level+1,3,3*i-2)
134 plot(0:n-1,D(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
135 x1im([0,n]);
136 x1 = xlim; yl = ylim;
137 if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
138 hold on;
139 plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl1(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
140 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
141 plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl1(2)],’LineStyle’,’--’,...
142 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
143 hold off;
144 end
145 set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
146 str = [’{\bf D_’,int2str(level-i+1),’}’];
147 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%yl(2) 01);
148 subplot(level+1,3,3*i-1)
149 plot(0:n-1,S(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
150 x1im([0,n]);
151 x1 = xlim; yl = ylim;
152 if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
153 hold on;
154 plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[y1(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
155 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
156 plot ([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
157 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
158 hold off;
159 end
160 set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
161 str = [’{\bf S_’,int2str(level-i+1),’}’];
162 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5xyl(1)+.5%yl(2) 01);
163 subplot (level+1,3,3%i)
164 plot(0:n-1,R(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
165 x1im([0,n]);
166 x1 = xlim; yl = ylim;
167 if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
168 hold on;
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187
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192
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199
200
201
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207

plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
hold off;
end
set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
str = [’{\bf R_’,int2str(level-i+1),’}’];
title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);
end
subplot (level+1,3,3%1level+1)
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n]);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%yl(2) 01);
subplot (level+1,3,3*xlevel+2)
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n]);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%yl(2) 01);
subplot (level+1,3,3%1level+3)
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n]);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);

if (n<=16)
suptitle ({[], [’{\bf X, DWT Details, Smooths and Roughs with wavelet ’,wavelet,’}’],[],x_str});
else
suptitle([’{\bf X, DWT Details, Smooths and Roughs with wavelet ’,wavelet,’}’]);
end

if (n>32)
set (findobj (’Marker’,’s’),’Marker’, ’none’) ;
end
display(’Pulse una tecla...’);
pause;
close;

end;

A.3.6. Rutina de control.

Esta rutina es la que invoca a las demas del capitulo con el fin de preparar la ejecucion

con los datos particulares que se precisan para el almacenamiento de las tablas de datos

en fichero necesarias para construir las gréficas.

-

[ A ™

capitulo_3.m

% Cargamos el paquete WMTSA
run /usr/local/matlab7/toolbox/wmtsa/startup.m

I I I bbb I T hhhhthtotetlsh Matrices de paso de la DWT Haar y D(4) Uhhhhhhhtdtelehhhtbtotstelehhththtstotstotsts

% Ubicacién: Descripcién cualitativa de la DWT

clear;
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7 N = 16;
8
9 % FIGl : Ondicula de Haar
10 [MW] = basisDWT(N,’haar’,4);
11 display(’Pulse una tecla...’);
12 pause;
13 close;
14
15 % Guardamos los resultados.
16 for k=1:N/2
17 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=MW(k,:)/4;
18 dlmwrite([’../Haar/waveletA’,int2str(k),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
19
20 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=MW(N/2+k,:)/4;
21 dlmwrite([’../Haar/waveletB’,int2str(k),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’’.4£f’);
22 end
23
24 % TFIG2 : Ondicula de Daubechies, L=4
25 [MW] = basisDWT(N,’d4’,4);
26 display(’Pulse una tecla...’);
27 pause;
28 close;
29
30 % Guardamos los resultados.
31 for k=1:N/2
32 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=MW(k,:)/4;
33 dlmwrite([’../Daubechies/waveletA’,int2str(k),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
34
35 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=MW(N/2+k,:)/4;
36 dlmwrite([’../Daubechies/waveletB’,int2str(k),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
37 end
38
39 Tt toto s toto o Toto o to s To o foto o Vo to o To o o To o To o o to e To oo to Vo to e Ejemplo sexie coxta htothletsllotslotststolstototstotstatodslototstodstotstatotstotstotetote
40 % Ubicacién: Descripcién cualitativa de la DWT
41
42 | %% Serie X_1 y X_2 del ejemplo
43 %% Transformadas y periodogramas
44 clear;
45
46 % Primera pasada x=X_1
47 x = [0.2 -0.4 -0.6 -0.5 -0.8 -0.4 -0.9 0 -0.2 0.1 -0.1 0.1 0.7 0.9 0 0.3];
48 for subindex=1:2
49 N = length(x);
50 [F,PF,WH,HPW,WD,DPW] = ejemplo_serie(x);
51 display(’Pulse una tecla...’);
52 pause;
53 close;
54
55 % Guardamos en fichero.
56 clear X;X(:,1)=0:length(x)-1;X(:,2)=x/2;
57 dlmwrite([’../ejemplo/X’,int2str(subindex),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
58 clear X;X(:,1)=0:1length(F)-1;X(:,2)=real(F)/4;
59 dlmwrite([’../ejemplo/F’,int2str(subindex),’.re.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
60 clear X;X(:,1)=0:1length(F)-1;X(:,2)=imag(F)/4;
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62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
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108
109
110
111
112
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114

dlmwrite([’../ejemplo/F’,int2str(subindex),’.im.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);

clear X;X(:,1)=1:length(x)/2;X(:,1) = X(:,1)/length(x); X(:,2)=PF;

dlmwrite([’../ejemplo/PF’,int2str(subindex),’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,
Jemp p

clear X;X(:,1)=0:length(WH)-1;X(:,2)=WH/2;

dlmwrite([’../ejemplo/WH’ ,int2str(subindex),’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,
Jemp p

clear X;X(:,1)=0:length(HPW)-1;X(:,2)=HPW;

dlmwrite([’../ejemplo/PH’ ,int2str(subindex),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,

clear X;X(:,1)=0:1length(WD)-1;X(:,2)=WD/2;

dlmwrite([’../ejemplo/WD’,int2str(subindex),’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,
Jemp p

clear X;X(:,1)=0:1length(DPW)-1;X(:,2)=DPW;

dlmwrite([’../ejemplo/PD’,int2str(subindex),’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,
Jemp p

%% Detalles, componentes suaves/rugosas Fourier
[F,D,S,R] = DFT_DSR(x);

% Guardamos en fichero
SO = mean(x)*ones(1,N); RO = x-S0;
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=S0;

*%.4f7);

*%.4f7);

7%.4£7);

*%.4f7);

*%.4f7);

dlmwrite([’../ejemplo/SF’,int2str(subindex),’0.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=R0O;

dlmwrite([’../ejemplo/RF’,int2str(subindex),’0.dat’],X, delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);

for i=1:N/2

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=D{i};

dlmwrite([’../ejemplo/DF’,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X,’delimiter’,’
’precision’,’%.4f%);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=8{i};

dlmwrite([’../ejemplo/SF’,int2str(subindex) ,int2str(i),’.dat’],X,’delimiter’,”’
’precision’,’%.4f’);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=R{i};

dlmwrite([’../ejemplo/RF’,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X,’delimiter’,”’
’precision’,’%.4f°);

end

%% MRA wavelet decomposition.

level = 4;

% Wavelet; Haar

[W, D, S, R, P] = DWT_MRA(x,’haar’);

% Guardamos en fichero
S0 = x; RO = zeros(1,N);
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=S0;

H
s

H
s

H
s

dlmwrite([’../ejemplo/SH’,int2str(subindex),’0.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=R0;

dlmwrite([’../ejemplo/RH’ ,int2str(subindex),’0.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’’.4£f’);

for i=1:level

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=D(i,:);

dlmwrite([’../ejemplo/DH’ ,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X, delimiter’,’
’precision’,’%.4f%);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=S(i,:);

dlmwrite([’../ejemplo/SH’ ,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X, ’delimiter’,’
’precision’,’%.4f%);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=R(i,:);

dlmwrite([’../ejemplo/RH’,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X, delimiter’,’

>
PRI

>
PRI

>
PRI
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115 ’precision’,’%.4f°);
116 end
117
118 % Wavelet; D(4)
119 [W, D, S, R, P] = DWT_MRA(x,’d4’);
120
121 % Guardamos en fichero
122 SO0 = x; RO = zeros(1,N);
123 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=S0;
124 dlmwrite([’../ejemplo/SD’,int2str(subindex),’0.dat’],X, delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
125 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=R0;
126 dlmwrite([’../ejemplo/RD’,int2str(subindex),’0.dat’],X, delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
127 for i=1:level
128 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=D(i,:);
129 dlmwrite([’../ejemplo/DD’,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
130 ’precision’,’%.4£f°);
131 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=S(i,:);
132 dlmwrite([’../ejemplo/SD’,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
133 ’precision’,’%.4f°);
134 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=R(i,:);
135 dlmwrite([’../ejemplo/RD’,int2str(subindex),int2str(i),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
136 ’precision’,’%.4f°);
137 end
138
139 % Segunda pasada x=X_2
140 x = [0.2 -0.4 -0.6 -0.5 -0.8 -0.4 -0.9 0 -0.2 0.1 -0.1 0.1 0.7 -0.9 0 0.3];
141 end
142
143
144 Tt toth ot hototohtotototootets Filtros wavelet y de escala de diferentes longitudes. Uhhhthhlolshtstslotsttolstotstslotstite
145 % Ubicacién: Wavelet de Daubechies, Wavelet de Coiflet
146
147 clear;
148 waves = {’d’ ’c’ ’la’};
149 for i=1:length(waves)
150 [H,G,L] = filters(waves{il});
151 for j=1:length(H)
152 wavelet = strcat(waves{il},int2str(L{j}));
153 clear X;X(:,1)=0:L{j}-1;X(:,2)=H{j};
154 dlmwrite([’../wavelet_filters/’ ,upper(wavelet),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
155 ’precision’,’%.4f°);
156 clear X;X(:,1)=0:L{j}-1;X(:,2)=G{j};
157 dlmwrite([’../scaling filters/’,upper (wavelet),’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,...
158 ’precision’,’%.4f°);
159 end
160 display(’Pulse una tecla...’);
161 pause;
162 close;
163 end
164
165 Tt bbb h bt hhhhhhti’h Filtros wavelet y de escala de ordenes superiores. %hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhs
166 % Ubicacién: Wavelet de Daubechies, Wavelet de Coiflet
167 clear;
168 waves = {’d4’ ’la8’ ’c6’};
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169 level = 7;

170 for i=1:length(waves)

171 wave = waves{il};

172 [h,g,L] = highlevel_filters(wave,level);

173 display(’Pulse una tecla...’);

174 pause;

175 close;

176 % Guardamos en fichero.

177 suffix = upper(wave);

178

179 % Filtros de orden 1.

180 clear X;X(:,1)=0:L{1}-1;X(:,2)=h{1};

181 dlmwrite([’../wavelet_filters/’,suffix,’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4£f’);
182 clear X;X(:,1)=0:L{1}-1;X(:,2)=g{1};

183 dlmwrite([’../scaling_filters/’,suffix,’.dat’],X,’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
184 % Filtros de orden superior

185 for i=2:level

186 clear X;X(:,1)=0:L{i}-1;X(:,2)=h{i};

187 dlmwrite([’../wavelet_filters/’,suffix,’h’,int2str(i),’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
188 ’precision’,’%.4f%);

189 clear X;X(:,1)=0:L{i}-1;X(:,2)=g{i};

190 dlmwrite([’../scaling_filters/’,suffix,’h’,int2str(i),’.dat’],X, delimiter’,’ 7,...
191 ’precision’,’%.4f%);

192 end

193 end

A.4. Ejemplos.

A.4.1. Coeficientes frontera en la transformaciéon DWT.

Esta funcién devuelve un array con el origen y el extremo del intervalo de coeficien-
tes no afectados por la circularidad en los detalles y aproximaciones. Se utiliza para la

construccién de las graficas correspondientes a la seccién 4.2.

boundary_coeficients.m

1 function [C]= boundary_coeficients(N,L,level)

2 % NAME

3 % boundary_coeficients -- Returns the range of coeficients

4 % not affected by boundary conditions
5 % in DWT transform.

6 |%

7%

8 % USAGE

9 % boundary_coeficients(N,L, [levell)

10 |%

11 % INPUTS

12 %h N = Number of observations (it must be a power of 2)
13 % L = Width of wavelet and scaling filter.

14 %  level = Number of levels (default: log2(N))

15 |%

16 % OUTPUTS

h C

[
3

levelx2 array with non boundary coeficients range
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18 % at each level.
19 pA
20 % EXAMPLES
21 % boundary_coeficients(1024,8);
22 % boundary_coeficients(1024,8,4); (partial DWT)
23
24 usage_str = [’Usage: [C] = ’,mfilename,’(N,L, [level])’];
25
26 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [2:3], nargout, [0:1]);
27 if (err)
28 error (’WMTSA: InvalidNumArguments’, [usage_str]);
29 end
30
31 if (N<=0) | (Log2(N)"=floor(log2(N)))
32 error (’WMTSA:N must be power of 2’,[usage_str]);
33 end
34
35 if (L<=0)
36 error (’WMTSA:L must be power positive’, [usage_str]);
37 end
38
39 if (Texist(’level’,’var’)||isempty(level))
40 level = log2(N);
41 end
42
43
44 C = zeros(level,2);
45 % Lj = longitud de los filtros escala y wavelet de orden j
46 1=0(j) (2"j-1)*(L-1)+1;
47 % L’(L,j) = numero de coeficientes frontera en los detalles de orden j
48 % para un filtro de anchura L
49 1P=0(j) ceil((L-2)*(1-1/2"j));
50
51 % Calculo de los coeficientes de frontera
52 % C(j,1) -> limite por la izquierda
53 % C(j,2) -> limite por la derecha
54 for j=1:level
55 C(j,1) = 27j*1P(j);
56 C(j,2) = N+273-1(j);
57 end
58
59 display(’Céalculo de los coeficientes frontera para la transformada DWT’);
60 display ([’ N=’,int2str(N),’, L=’,int2str(L),’ J=’,int2str(level)]);

A.4.2. Ejemplos ilustrativos.

Esta funcion devuelve la serie, DFT, periodograma, DWT periodograma y los deta-

lles, aproximaciones y componentes rugosas wavelet wavelet de cada uno de los ejemplos

ilustrativos y los dibuja. Se emplea para la construccion de las gréaficas correspondientes a

la seccién 4.1. La siguiente funcién realiza la misma funcién que esta pero para una serie
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cualquiera y se deja esta aqui por comodidad pues tiene implementada la construccién de

la serie de los ejemplos ilustrativos y se puede invocar cémodamente.

© 0 N O Uk W N

gl R R R R R R R R R W W W W W W W W W W NN NN N NN N NN R R e R e e e
= O © ® N 0 G R W N = O © N0 R WY = O © 00Ok WN = O © NGk W N = O

ejemplos_ilustrativos.m

function [x,F,PF,W,PW,D,S,R]=ejemplos_introductorios(serie,level,N,wavelet,graph_status)
% NAME
% ejemplos_introductorios -- Returns:

% USAGE
% ejemplos_introductorios(serie, [levell, [N], [wavelet], [graph_status])

% INPUTS

%  serie = Name of serie:

% sumsin, breakdown, whitenoise,

% normalnoise, step, triangle

% level = number of levels (default: log2(N))

% N = Number of elements of serie (default: 1024)
%  wavelet = Wavelet (default: 1la8)

%  graph_status = graphics (default: on)

% OUTPUTS

hoox = 1xN vector array with serie.

% F = 1xN vector array with DFT of X

% PF = 1xN/2 vector array with DFT periodogram of x

hooW = 1xN vector array with DWT of X

% PF = 1xlevel vector array with DWT periodogram of x

% D = levelxN array with wavelet details of x of levels 1,...,level
% S = levelxN array with wavelet smooths of x of levels 1,...,level
% R = levelxN array with wavelet roughs of x of levels 1,...,level

% EXAMPLES
% ejemplos_introductorios(’sumsin’)
% ejemplos_introductorios(’sumsin’,4,1024, haar’,’off’)

usage_str = [’Usage: [x,F,PF,W,PW,D,S,R] = ’,...
mfilename,’ (serie, [levell, [N], [wavelet], [graph_status])’];

serie_str = [’Supported series: sumsin, breakdown, whitenoise, normalnoise, step, triangle’];

% Check and manage arguments.
[err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [1:5], nargout, [0:8]);
if (err)

error (’WMTSA:InvalidNumArguments’, [usage_str]) ;

end

if (Texist(’N’,’var’)||isempty(N))
N = 1024;

elseif (N<=0)|(log2(N)~=floor(log2(N)))
error (’WMTSA:N must be power of 2’);

end

if (Texist(’level’,’var’)||isempty(level))
level = log2(N);
elseif (level~=floor(level))|(level>log2(N))
error (’WMTSA:level must be integer less equal to log2(N)’);
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52 end

53

54 if (Texist(’wavelet’,’var’)||isempty(wavelet))

55 wavelet = ’1la8’;

56 [h,g,L] = dwt_filter(wavelet);

57 else

58 try

59 [h,g,L] = dwt_filter(wavelet);

60 catch

61 disp([mfilename, ’:

62 rethrow(lasterror) ;

63 end

64 end

65

66

67

68 if (“exist(’graph_status’,’var’)||isempty(graph_status))

69 graph_status = ’on’;

70 end

71

72 % Build the serie.

73 for t=1:N

74 switch serie

75 case ’sumsin’

76 x(t) = sin(3*t)+sin(0.3*t)+sin(0.03%*t);

77 case ’breakdown’

78 if (t<=512)

79 x(t) = sin(0.03%*t);

80 else

81 x(t) = sin(3*t);

82 end

83 case ’whitenoise’

84 x(t) = unifrnd(-0.5,.5);

85 case ’normalnoise’

86 x(t) = normrnd(0,1);

87 case ’step’

88 if (t<=256)

89 x(t) = 0;

90 elseif (t<=512)

91 x(t) = 1;

92 elseif (t<=768)

93 x(t) = 3;

94 else

95 x(t) = 6;

96 end

97 case ’derivatestep’

98 if (t<=512)

99 x(t) = t/512;

100 else

101 x(t) = 1+20%(t-512)/512;

102 end

103 case ’triangle’

104 if (t<=512)

105 x(t) = t/512+sin(0.3%t);
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else
x(t) = (1024-t)/512+sin(0.3*t);
end
case ’bump’
if (t>=41)&(t<=46)
x(t) = 1/2*cos(3*pi*(t-1)/16+.08);
else
x(t) = 0;
end
case ’bumpT’
if (t>=46)&(t<=51)

x(t) = 1/2%cos(3*pi*(t-6)/16+.08);
else
x(t) = 0;
end
otherwise

error ([’WMTSA:serie (’,serie,’) unknown or unsupported’], [serie_str]);
end
end

% Calculation of values F,PF,W,PW,D,S.
[F, PF] = DFT(x,’off’);
[w, D, S, R, PW] = DWT_MRA(x,wavelet,level,’periodic’,’off’);

% Plot results.
if (strcmp(graph_status,’on’))
subplot(2,3,1)
plot(0:N-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,N]);
title(’\bf X’);
subplot(2,3,4)
plot(0:N-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf X’);
x1im([0,N]);

subplot(2,3,2)
plot(0:N-1,real(F), ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
hold on;
plot(0:N-1,imag(F), ’Marker’,’s’,’Color’,’r’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’r’);
hold off;

x1im([0,N]);
title(’\bf F’);
subplot(2,3,5)
plot(0:N-1,W, ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf W’);
x1im([0,N]);

if (N>32)
set (findobj (’Marker’,’s’),’Marker’, ’none’) ;
end
subplot(2,3,3)
plot(1:N/2,PF,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,N/2]);
title(’\bf P’);
subplot(2,3,6)
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160 plot(1l:level,PW,’s’, ’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf P’);
161 x1im([0,level+1]);
162
163 suptitle([’{\bf X, DFT, per DFT and DWT, per DWT with wavelet }’,wavelet,...
164 '{\bf for serie }’,seriel);
165
166 display(’Pulse una tecla...’);
167 pause;
168 close;
169
170 C = boundary_coeficients(N,L,level);
171 suptitle([’{\bf X, DWT Details, Smooths and Roughs with wavelet }’,wavelet]);
172 for i=1:level
173 subplot(level+1,3,3%i-2)
174 plot(0:N-1,D(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
175 x1im([0,N]);
176 x1 = xlim; yl = ylim;
177 hold on;
178 plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
179 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
180 plot ([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)]1,[y1(1) yl(2)],’LineStyle’,’--7,...
181 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
182 hold off;
183 str = [’{\bf D_’,int2str(level-i+1),’}’];
184 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);
185 subplot(level+1,3,3%i-1)
186 plot(0:N-1,S(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
187 x1im([0,N]);
188 x1 = xlim; yl = ylim;
189 hold on;
190 plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
191 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
192 plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) y1(2)],’LineStyle’,’--’,...
193 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
194 hold off;
195 str = [’{\bf S_’,int2str(level-i+1),’}’];
196 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%yl(2) 0]);
197 subplot (level+1,3,3*1i)
198 plot(0:N-1,R(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
199 x1 = xlim; yl = ylim;
200 hold on;
201 plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl(1) y1(2)1,’LineStyle’,’--’,...
202 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
203 plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
204 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
205 hold off;
206 x1im([0,N]);
207 str = [’{\bf R_’,int2str(level-i+1),’}’];
208 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5xyl(1)+.5%yl(2) 01);
209 end
210 subplot (level+1,3,3%1level+1)
211 plot(0:N-1,x, ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
212 x1im([0,N]);
213 x1 = xlim; yl = ylim;
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214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233

title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);
subplot (level+1,3,3%1level+2)

plot(0:N-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);

x1im([0,N]);

x1 = xlim; yl = ylim;

title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);
subplot (level+1,3,3*level+3)

plot(0:N-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);

x1im([0,N]);

x1 = xlim; yl = ylim;

title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%y1(2) 01);

if (N>32)
set (findobj (’Marker’,’s’),’Marker’, ’none’) ;
end
display(’Pulse una tecla...’);
pause;
close;
end

A.4.3. Rutina de control.

Esta rutina es la que invoca a las demas del capitulo con el fin de preparar la ejecucion

con los datos particulares que se precisan para el almacenamiento de las tablas de datos

en fichero necesarias para construir las gréficas.

© W N O Ok W N

L T T S S
SR W RN = O © N G A W N = O

capitulo_4.m

% Cargamos el paquete WMTSA
run /usr/local/matlab7/toolbox/wmtsa/startup.m

TR BRL DDA DRI AR A IS ARG A% Ejemplos ilustrativos hhhhhhhhAKA KM IAA LA KA DAL RS HEhA
% Ubicacién: Ejemplos. Ejemplos ilustrativos.

clear;

series = {};%{’sumsin’, ’breakdown’,’whitenoise’,’normalnoise’,’step’,’triangle’};
levels = [5 4 4 4 5 6];

for i=1:length(series)

[x,F,PF,W,PW,DW,SW,RW] = ejemplos_introductorios(series{i},levels(i));

% Guardamos los resultados.

% Serie

N = length(x);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=x;

dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/’,series{i},’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
’precision’,’%.4f’);

% Transformada de Fourier

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=real(F);

dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/F’,series{i},’.re.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
’precision’,’%.4f%);

clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=imag(F);

dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/F’,series{i},’.im.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
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26 ’precision’,’%.4f°);
27 % Periodograma de Fourier
28 if (strcmp(series{i},’whitenoise’))
29 PF = 7.5%PF;
30 end
31 clear X;X(:,1)=1:N/2;X(:,2)=PF;
32 dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/PER’,series{i},’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
33 ’precision’,’%.4f%);
34 % Transformada wavelet
35 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=W;
36 dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/T’,series{i},’LA.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
37 ’precision’,’%.4f°);
38 % Periodograma wavelet
39 clear X;X(:,1)=1:1evels(i);X(:,2)=PW;
40 dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/PERW’,series{i}, ’LA.dat’],X, delimiter’,’ ’,...
41 ’precision’,’%.4f°);
42
43 % Detalles y componentes suaves
44 for k=1:levels(i)
45 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=DW(k,:);
46 dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/D’,int2str(k) ,series{i},’LA.dat’],...
47 X,’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
48 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=SW(k,:);
49 dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/A’,int2str(k) ,series{i},’LA.dat’],...
50 X,’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
51 end
52
53 end
54
55
56 Totoloto s Toto o To oo To o To o o To o Vo to o Voo o Fo o Foto o To e To oo to Vo to ot Ejemplos  xeales Yulotsttolslotstslotstololslotststotstototototsfotststodsotstototetototote ot
57 %hht% Ubicacién: Ejemplos. Ejemplos reales.
58 %h% Serie: heart
59 clear;
60 serie = ’heart’;
61 level = 6;
62 boundary = ’periodic’;
63 wavelets = {’haar’ ’d4’ ’c6’ ’la8’};
64 suffixs = {"H’ ’D’  °C’ LA’}
65
66 x = load([’../series/originales/’,serie,’.dat’]);
67 = length(x);
68
69 % Serie
70 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=x;
71 dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/’,serie,’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
72
73 for i=1:length(wavelets)
74
75 wavelet = wavelets{i};
76 [Ww, D, S, R, P] = DWT_MRA(x,wavelet,level,boundary);
77
78 % Transformada
79 clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=W;
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81
82
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84
85
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110
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113
114
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120
121
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123
124
125
126
127
128
129
130
131

dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/’,serie,suffixs{i},’.dat’],X, delimiter’,’ ’,’precision’,

% Detalles y aproximaciones
for j=1:level
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=D(j,:);
dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/D’,int2str(j),serie,suffixs{i},’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=8(j,:);
dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/A’,int2str(j),serie,suffixs{i},’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
end
end

%h% Serie: esignal
clear;

serie = ’esignal’;

6;

boundary = ’periodic’;

level

wavelet = ’1a8’;
suffix = ’LA’;

el
[

load([’../series/originales/’,serie,’.dat’]);
length(x);

=
]

periods = {’’ ’MidDay’ ’EndNight’};
lower_limits = [ 1 2200 15007 ;
upper_limits = [ N 3700 18001 ;

[W, D, S, R, P] = DWT_MRA(x,wavelet,level,boundary);

for i=1:length(periods)
% Serie
clear X;
X(:,1)=lower_limits(i)-1:upper_limits(i)-1;
X(:,2)=x(lower_limits (i) :upper_limits(i));
dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/’,serie,periods{il},’.dat’],X, delimiter’,’ ’,...

’precision’,’%.4f°);

% Detalles y aproximaciones
for j=1:level
clear X;
X(:,1)=lower_limits(i)-1:upper_limits(i)-1;
X(:,2)=D(j,lower_limits (i) :upper_limits(i));
dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/D’,int2str(j),serie,periods{i},suffix,’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
clear X;
X(:,1)=lower_limits(i)-1:upper_limits(i)-1;
X(:,2)=5(j,lower_limits (i) :upper_limits(i));
dlmwrite([’../series/DWT_ejemplos/A’,int2str(j),serie,periods{i},suffix,’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
end
end

59

(.4f°);
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A.5. Transformada wavelet discreta de maximo solapamien-

to.

A.5.1. Andlisis detallado y componentes suaves/rugosas MODWT.

Esta funcion devuelve la transformada, el andlisis detallado, las componentes suaves

y las componentes rugosas con el anélisis MODWT de una serie. Se emplea para la cons-

truccion de las gréficas correspondientes a la seccion 5.7.

MODWT_MRA .m
1 function [W, D, S, R, P] = MODWT_MRA(x,wavelet,level,boundary,graph_status)
2 % NAME
3 % DWT_MRA -- Returns:
4 % MODWT, Details, Smooths and periodogram of x
5 pA
6 % USAGE
7 % [W, D, S, R, P] = MODWT_MRA(x,wavelet, [levell, [boundary], [graph_status]);
8 pA
9 | % INPUTS
10 % % = serie (it must have a power of 2 of elements)
11 % wavelet = WMTSA wavelet to do the DWT MRA
12 %  level = Number of stages [default: log2(length(x))]
13 %  boundary = boundary method: periodic or reflection
14 %  graph_status = graphics (default: on)
15 pA
16 %
17 % OUTPUTS
18 hoW = 1xN vector array with DWT of x
19 % D = levelxN array with details of x
20 % S = levelxN array with smooths of x
21 % R = levelxN array with roughs of x
22 % P = 1xlevel vector array with periodogram of x
23 %
24 % EXAMPLES
25 |%  DWI_MRA([1 2 3 4],’1a8’);
26 % DWT_MRA([1 2 3 4],’1a8’,2,’reflection’,’off’);
27
28 usage_str = [’Usage: [W,D,S,R,P] = ’,mfilename,’(x,wavelet, [level], [boundary], [graph_status])’];
29
30 [err, errmsg] = nargerr(mfilename, nargin, [2:5], nargout, [0:5]);
31 if (err)
32 error (’WMTSA: InvalidNumArguments’, [usage_str]);
33 end
34
35 n = length(x);
36
37 % Check for valid wavelet and get wavelet filter coefficients
38 try
39 [ht, gt, L, name] = modwt_filter(wavelet);
40 catch
41 disp([mfilename, ’: Error creating modwt filter’]);
42 rethrow(lasterror) ;
43 end
44
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45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
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62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
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87
88
89
90
91
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if (Texist(’level’,’var’)||isempty(level))
level = log2(n);
end

if (“exist(’graph_status’,’var’)||isempty(graph_status))
graph_status = ’on’;

end

if (Texist(’boundary’,’var’) ||isempty(boundary))
boundary = ’periodic’;
end

% Calculamos las transformada y componentes suaves.
for i=1:level
[W,V(:,1)] = modwt(x,wavelet,i,boundary);
S(:,i) = imodwt_smooth(V(:,i),wavelet,i);
end

% Calculamos los detalles

D = imodwt_details(W,wavelet);

% Calculamos las componentes rugosas.
vaux = D(:,1);
R(:,1) = vaux;
for i=2:level
vaux = vaux + D(:,1i);
R(:,i) = vaux;

end

=W;
=V’;
D’;
=87;
=R’;

T o< =
]

% Calculamos el periodograma.
for i=1:level

P(i) = 1/n*norm(W(i,:))"2;
end

% Pintamos resultados
if (strcmp(graph_status,’on’))
% Calculamos los coeficientes frontera

[C(:,1) C(:,2)] = modwt_cir_shift_wcoef_bdry(wavelet,n,level);

subplot (level+1,2,2xlevel+1)

plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);

x1im([0,n]);
x1 = xlim; yl = ylim;

title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/20 .7xyl(1)+.3%yl(2) 01);
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99 for i=1:level
100 subplot(level+1,2,2%level+1-2%i)
101 plot(0:n-1,W(i,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
102 set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
103 x1im([0,n]);
104 x1 = xlim; yl = ylim;
105 if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
106 hold on;
107 plot([C(i,1) C(i,1)],[yl1(1) yl1(2)],’LineStyle’,’--7,...
108 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
109 plot([C(i,2) C(i,2)],[yl(1) y1(2)],’LineStyle’,’--’,...
110 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
111 hold off;
112 end
113 str = [’\bf W_{’,int2str(i),’}’];
114 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/20 .7xyl(1)+.3*yl(2) 0]);
115 end
116 if (n>32)
117 set (findobj (’Marker’,’s’),’Marker’, ’none’) ;
118 end
119 subplot(level+1,2,[6:2:2%(level+1)])
120 plot(1:level,P,’s’,’MarkerFaceColor’,’b’), title(’\bf P’);
121 x1im([0,level+1]);
122 title(’\bf P’);
123 suptitle ([’ {\bf X, MODWT and periodogram with wavelet °’,wavelet,’}’]);
124 display(’Pulse una tecla...’);
125 pause;
126 close;
127
128 % Calculamos los coeficientes frontera
129 [C(:,1) C(:,2)] = modwt_cir_shift_mra_bdry(wavelet,n,level);
130
131 for i=1:level
132 subplot(level+1,3,3*i-2)
133 plot(0:n-1,D(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
134 x1im([0,n]);
135 x1 = xlim; yl = ylim;
136 if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
137 hold on;
138 plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[y1(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
139 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
140 plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl1(2)],’LineStyle’,’--’,...
141 ’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
142 hold off;
143 end
144 set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
145 str = [’{\bf D_’,int2str(level-i+1),’}’];
146 title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%yl(2) 01);
147 subplot(level+1,3,3%i-1)
148 plot(0:n-1,S(level-i+1,:), ’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
149 x1im([0,n]);
150 x1 = xlim; yl = ylim;
151 if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
152 hold on;
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end;

plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
hold off;
end
set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
str = [’{\bf S_’,int2str(level-i+1),’}’];
title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);
subplot (level+1,3,3%i)
plot(0:n-1,R(level-i+1,:), ’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4,’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n]);
x1 = xlim; yl = ylim;
if (C(:,1)<n)&(C(:,2)>0)&(C(:,1)<C(:,2))
hold on;
plot([C(level-i+1,1) C(level-i+1,1)],[yl1(1) yl(2)],’LineStyle’,’--’,...
’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
plot([C(level-i+1,2) C(level-i+1,2)],[yl(1) yl1(2)],’LineStyle’,’--’,...
’LineWidth’,1.5,’Color’,’r’);
hold off;
end
set(gca, ’XTickLabel’ ,{’’});
str = [’{\bf R_’,int2str(level-i+1),’}’];
title(str,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5xyl(1)+.5%yl(2) 01);
end
subplot (level+1,3,3%level+1)
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’,’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n-1]);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%yl(2) 01);
subplot (level+1,3,3*level+2)
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n-1]);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);
subplot (level+1,3,3%1level+3)
plot(0:n-1,x,’Marker’,’s’, ’MarkerSize’,4, ’MarkerFaceColor’,’b’);
x1im([0,n-1]);
x1 = xlim; yl = ylim;
title(’\bf X’,’Position’, [x1(2)+(x1(2)-x1(1))/8 .5*yl(1)+.5%xyl(2) 0]);

suptitle([’{\bf X, MODWT Details, Smooths and Roughs with wavelet ’,wavelet,’}’]);

if (n>32)
set (findobj (’Marker’,’s’),’Marker’, ’none’) ;
end
display(’Pulse una tecla...’);
pause;
close;
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Cap. A: RUTINAS DE MATLAB.

A.5.2. Rutina de control.

Esta rutina es la que invoca a las demas del capitulo con el fin de preparar la ejecucion

con los datos particulares que se precisan para el almacenamiento de las tablas de datos

en fichero necesarias para construir las graficas.

© 0w N O U R W N =

AR R R A R B R A W W W W W W W W oW oW NNNNNNNNN 2 o e e s 2 e e
® N D G A W N R O © K N0 R ® O~ OSSN0 G A®N R, O ©® KON T A ® N~ O

capitulo.5.m
% Cargamos el paquete WMTSA
run /usr/local/matlab7/toolbox/wmtsa/startup.m

e o T T T oo o o T T T o o o o T o T T o oo o o o o T Tl o S o Jo oot o oot o oo o o o o oo o o o T T oo oo o o o o o o e

% Ubicacién: Efecto de las traslaciones circulares en la DWT.

clear;

wave = ’la8’;
suffix = ’LA’;
level = 4;

n = 128;

MW = basisDWT(n,wave,level);

series = {’bump’,’bumpT’};

for k=1:length(series)
serie = series{k};
[x,F,PF,W,PW,D,S,R]=ejemplos_introductorios(serie,level,n,wave);
s{k} = x;
% Guardamos en fichero.

% Serie
clear X;X(:,1)=0:n-1;X(:,2)=x;
dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/’,serie,’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...
’precision’,’%.4f’);
% Transformada wavelet
clear X;X(:,1)=0:n-1;X(:,2)=W;
dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/T’,serie,suffix,’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,...

’precision’,’%.4f°);

for i=1:level
clear X;X(:,1)=0:n-1;X(:,2)=D(i,:);
dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/D’,int2str (i) ,serie,suffix,’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
end
clear X;X(:,1)=0:n-1;X(:,2)=S(level,:);
dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/A’,int2str(level) ,serie,suffix,’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);

end

% Guardamos en fichero los vectores basicos de la transformacién DWT cuyo producto con X
% dé los coeficientes W_4,4; W_4,5; W_4,6; W_4,7 y los pintamos.
for i=1:4

row = MW(116+i,:);

subplot(2,4,1i)

plot(0:n-1,row,’Color’,’r’);
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x1im([0,n]);

hold on;

plot(0:n-1,s{1});

hold off;

title([’\bf W_{4,’,int2str(i+3),’}’]1);
subplot(2,4,i+4)

plot(0:n-1,row,’Color’,’r’);

x1im([0,n]);

hold on;

plot(0:n-1,s{2});

hold off;

clear X;X(:,1)=0:n-1;X(:,2)=row;
dlmwrite([’../series/ejemplos_introductorios/W4’,int2str(i+3),’bump.dat’],X, ’delimiter’,...
> 2, ’precision’,’%.4f’);

end

display(’Pulse una tecla...’);
pause;
close;

Tl Tl T o Tl to ToTo T to o to oo Tt Tt To fo To fo To Vo o Vo o to o to Vo to Vo tofoe- Ejemplos xeales Yulohtottolstslotslotslotstotstotstotstotstetatstotototstotstotsto oo ototods
%h%h% Ubicacién: Ejemplos. Ejemplos reales.

clear;

series = {’heart’ ’sealevel’ ’nile’};

levels = [6 7 4];

boundary = ’periodic’;

wavelet = ’1a8’;

suffix = °LA’;

for i=1:length(series)
serie = series{i};
x = load([’../series/originales/’,serie,’.dat’]);
N = length(x);

% Serie
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=x;
dlmwrite([’../series/MODWT_ejemplos/’,serie,’.dat’],X, ’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);

[W, D, S, R, P] = MODWT_MRA(x,wavelet,levels(i),boundary) ;

% Detalles y aproximaciones
for j=1:levels(i)
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=D(j,:);
dlmwrite([’../series/MODWT_ejemplos/D’,int2str(j) ,serie,suffix,’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
clear X;X(:,1)=0:N-1;X(:,2)=S8(j,:);
dlmwrite([’../series/MODWT_ejemplos/A’,int2str(j) ,serie,suffix,’.dat’],X,...
’delimiter’,’ ’,’precision’,’%.4f’);
end

end
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