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ANALISIS MATEMATICO I. Curso 2006-2007
TEMA 3. CONTINUIDAD DE FUNCIONES REALES

Problemas propuestos

1. Averiguar si las funciones siguientes son continuas en el conjunto de puntos que se indica:

Lo 3T+ 1 0
a) flo)=4 "0 TV kb)) f@)={ o 70 ak
0, r=0 0, =0

2. Estudiar en los puntos 0, -1 la continuidad de la funcién

senx 0<zx
flx) = z? —1<x<0
—2r—1, < -1,
3. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = In(cosx) en el intervalo cerrado [0, 27].
4. Estudiar la continuidad de la funcién f(z) = E[z], donde E[x] la parte entera de z.

5. Se considera la funcion definida en R por

A+ B Inz, >0

MOERS
De*” + —, <0
T

donde A, B,C, D y E son constantes reales. Encontrar condiciones sobre las constantes para que se

verifique:
(a) i f(2) = +o0
(1) 1 f(a) =2
(€) Tim f(x) = C

6. Determinar, si es posible, los valores de a y b para los cuales las siguientes funciones son continuas:

o v <0 acosr x<0
@0 ={ 5, T30 W= vi-@ 0o<r<

a—+ bx 1 <x.

7. Consideremos la funcién
f(x) { x, si x es racional
€Tr) =

1 — 2, six esirracional
definida en el intervalo [0, 1].

Demostrar

a) La funcién dnicamente es continua en el punto x = %

b) Toma todos los valores comprendidos entre 0 y 1.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Estudiar la continuidad de:

r—2
Q) ) — 4 P x#£0 o) — cosz €8T £ 7/2
PR S S CYC R s

r—2
(C)f(fc)z{ 1+ el/e—2 TF 2 (d)f(g;):w

0 T =9 senxr — CosT

B In(z* — 3z + 2)
(e) f(z) = In(x? — 7Tz + 12)

Una tarifa de larga distancia para una llamada telefénica es de 0,29¢ por el primer minuto y de 0,20¢e
por cada minuto o fraccién adicional. Si y = f(t) es una funcién que indica el cargo total y por una
llamada de ¢ minutos, esboce la gréafica de f para 0 < t < 4,5. Determinar los valores de ¢ en los
cuales la funcién es discontinua.

Un parking cobra le por la primera hora (o fracciéon de hora) y 0,90¢ por las siguientes horas
( fracciones de hora), hasta un maximo de 10e diarios. Representa graficamente la funcién costo
de estacionar un automévil en funcién del tiempo. Analice las discontinuidades de la funcion y el
significado para alguien que estaciona un vehiculo.

Demostrar que la ecuacién z° — 222 — 3z — 7 = 0 tiene una solucién y calcularla con una cifra decimal
exacta.

Demostrar que existe algin = € R tal que

163
A R—— ¢
1+ 2 +sen?x

Demostrar que la ecuacién cosx + z — 2 = 0 tiene alguna raiz.

Mostrar que la ecuacion x = a senx + b, donde 0 < a < 1, b > 0 tiene al menos una raiz positiva no
mayor que a + b.

a) Sea f una funcién continua en R y periddica de periodo T'. Demostrar que existen puntos que se
diferencian en un semiperiodo y tienen la misma imagen, es decir, existe zq tal que f(zo) = f(zo+%).

b) Usar el resultado anterior para demostrar que, en un instante dado, hay dos puntos opuestos en
el ecuador de la Tierra que tienen la misma temperatura.

a) Hallar una funcién f que sea discontinua en 1,1/2,1/3, ..., pero continua en todos los demés
puntos.

b) Hallar una funcién f que sea discontinua en 1,1/2,1/3,... y en 0, pero continua en todos los
demas puntos.

. Existe una funcién que es discontinua en todos los puntos excepto en uno?. ;Y tnicamente en n
puntos fijados cualesquiera?

Supéngase que f es una funcién que satisface |f(x)| < |z| para todo = # 0y f(0) = 0. Demostrar
que f es continua en x = 0. ;Podemos asegurar la continuidad en otro punto? ;Seria posible que no
fuese continua en ningtin otro punto?
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28.
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30.

Supéngase que f es continua en [a,b] y que f(z) es siempre racional. ;Qué puede decirse acerca de

£7

Demostrar que si f es continua en [a, b], entonces existe una funcién g que es continua en todo R,
y que satisface g(z) = f(x), para todo = € [a,b]. Higase ver con un ejemplo que esta afirmacion es
falsa si se sustituye [a, b] por (a,b).

Sea f(z) continua en [a,b] y f(z) = 0 para todo x € Q. Demostrar que f(x) = 0 para todo = € |a, b].

Sea f(z) y g(z) dos funciones continuas sobre R tales que para todo nimero irracional f(x) = g(z).
., Qué podemos decir de f y g?

Sea f una funcién continua en [a,b]. Demostrar que existe algin nimero y tal que |f(y)| < |f(x)]
para todo z € [a, b].

. Toda funcién continua es acotada? ;Toda acotada es continua? ; Toda funcién continua definida en
un intervalo admite maximo o minimo?

Como la imagen de un intervalo cerrado por toda funciéon continua es otro intervalo cerrado, la
imagen de una funcién continua en todo R = (—o0, 00) es también todo R. ;jCierto o falso?

Si f(z) estd definida de forma biyectiva de [0, 1] en [0, 1], como toma todos los valores del intervalo,
necesariamente es continua. ;Cierto o falso?

Dar un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ningin punto, pero tal que |f| sea continua
en todos los puntos.

JExiste alguna funcion f continua inicamente en los enteros?

Se sabe que f estd definida y es finita en todo punto del intervalo [a,b], ademds es continua en
[a,b] \ {c} pero se sabe que lim, ..+ f(z) = lim, ..~ f(z). Entonces f es también continua en c.
. Cierto o falso?

Sea f definida en un intervalo [a, b] que verifica que f(a)f(b) < 0y existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0,
entonces f es continua. ;Cierto o falso?
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