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ANALISIS MATEMATICO VI. Curso 2006-2007

TEMA 2 - FUNCIONES HOLOMORFAS

Funciones elementales, Ec. de Cauchy-Rieman, Holomorffa, operadores 0 y 0
Problemas propuestos
1. Determinar el d&ngulo con el que es rotada por la funcién f(z) = 2% toda curva que pase por el punto:

a) zo=1; b) zo=141.

2. Determinar qué regiones del plano son comprimidas y dilatadas por las siguientes funciones: a)

f(z) =22D) f(z) = 1/2.

3. Determinar dénde admiten derivada las siguientes funciones. Hallar el conjunto donde son analiticas.

a) f(z) =z b) f(z) = a® —y* —i2zy
c)f(z) = 2" d) f(z) = 27"

e) f(z) =2 —y? —2zy +iRey+ 22 —y?) f) f(z) ==

g) f(z) =€ cosy —ie*seny h) f(z) = cosz +iseny

i) f(z) =v1-Vz DI =2+

k) f(2) = —wy + 5(2* — ¢?) D) f(z) =(y+1)*+i(z+1)°
m) f(z) = eV (cos(2zy) + isen(2zy))  m) f(2) = =

i) f(z) = (2 —2y/z)"! 0) f(r,0) = r*sen 46 — ir* cos 40
p) f(r,0) = r?cos® 0 + ir? sen®f q) f(r,0) =1Inr? + i26

r) f(r,0) =rcosf+ir s) f(z) =3ze” + 2> +4

t) e u) tan z

V) T x) Vz.

4. Sea f(z) = u(x,y) + iv(z,y) una funcién analitica en un dominio G y cuya funcién derivada es

también analitica en G. Determinar la expresion de f”(z).
., Qué condiciones adicionales a las ecuaciones de Cauchy-Riemann podemos asegurar que verifican
en este caso u y v?

5. Regla de L’hospital para funciones complejas:

a) Probar el siguiente resultado: Si f y g son dos funciones diferenciables en 2, tales que f(zy) =0 =

9(z0) v ¢'(20) # 0 entonces
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) Calcular los siguientes limites:

o 22422 o =2 P P
i) lim—— it) lim ——— it1) lim ———
21 216 -1 i 215 + 1 2—0 g% — 1

¢) Sabiendo que f(0) =0y f'(0) =1 calcular:

2 2 241
i) lim 1(22) i) lfm () iii) lim 2+
z—0 z z—0 z z—1 zZ—1

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio G verificando que f(z) = f(z) y que f(Z) es analitica
en GG. Probar que f es constante.

Utilizar este argumento para asegurar que f(z) = (2)® 4+ Z no es analitica en ningin punto.
;Existe alguna funcién f analitica en C que verifique Re f(z) = z — 2y*?
Determinar la funcién entera f(z) que verifique Re f/(z) = 32?2 —4y—3y% Re f(0) =6y f(1+i) = 0.

Si f(z) y g(2) son dos funciones analiticas en un dominio G tales que f'(z) = ¢'(2) en todo punto
de G, probar que entonces f y ¢ difieren en una constante.

Utilizar este resultado para probar que si f'(z) = a € C para todo z, entonces f(z) = az + b.

Se dice que una funcién u(z,y) definida en un dominio D y de clase C?(D) es una funcién armdnica
si verifica la ecuacién de Laplace en D, esto es, Uz 4 tyy = 0.

a) Si u(x,y) es arménica en D, probar que f(z) = uy(z) — iuy(2) es una funcién analitica en D.

b) Si f(2) = u+ iv es analitica en D, jqué podriamos decir de la armoniticidad de u y v?.

Sea f una funcién analitica en un dominio G y que verifica Arg[f(z)] = a € C para todo z € G
donde f(z) # 0. Probar que f es constante.

Sea f(z) = u + iv una funcién analitica en un dominio G tal que v(2) = (u(2))?. Probar que f es

constante.

Sea f = w4+ iv una funcién entera verificando u,v, — u,v, = 1 en todo el plano complejo. Probar
que f es de la forma f(z) =az+bcon a,be Cy |a|] = 1.

. . . . . 2 _
Determinar los puntos del plano que verifican las siguientes ecuaciones: a) |e* | = 1; b) [e*"1/?| =1
Determinar las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) €7 = 2t b) % = e* c) (e —1)2 =e*
D -1 = D(E—1 =1 g e -

z

Probar las siguientes relaciones:

a) sen?z + cos?z = 1 b) sen(z1 £ z2) = sen z1 cos z2 & €os 21 sen 2o
c) cos(z1 & 29) = cos zj cos 2o Fsenzysenzo  d) sen? z = %(1 — €08 22)
e) cos(z + 27m) = cos(z) f) sen(z + 27m) = cos(z)
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17.  Determinar los complejos tales que sen z — cos z = 0.

18. Calcular Of v Of para las siguientes funciones.
a) f(z) =223 +i(z? —y) D) f(z) =322+ + z|2|

c) f(z) =Log(1—[2*)  d) f(z) =

19. Determinar f(z) de forma que sea diferenciable compleja inicamente en el conjunto S para:
a) S={z:|z*=[2>=0} b)S={z: ze* — |z]%* =0}
c)S={z:1]z|=16]z| =2}
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